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PREFACIO. 


La presente obra es una exposición ampliada del curso de con- 
ferencias dictadas por el autor durante varios años anto los estudion- 
tes del Instituto físico-técnico de Moscú. Está destinada para los 
estudiantes que dominan las bases del Análisis matemático, Algebra 
y Tooría de ecuaciones diferenciales ordinarias dentro de los limites 
del programa universitario. Toda la información ind'spensahlo ost 
contenida, por ejemplo, en los libros siguientes: «Curso del Análisis 
matemático», vols, 1, 2, por S. M. ХМ, «Fundamentos de Alge- 
bra línoal» por A. 7. Máltser, «Ecuaciones diferenciales corrientes» 
por L. 5. Pontryágutn. 

La disposición del material en el libro se arregla a los tipos prin- 
cipales do ecuaciones, a excepción dol capítulo 1 en el quo se consi- 
doran problemas generales de las ecuaciones en derivadas parciales, 
El papol central en el libro lo desempeña el capitulo 1V, quo es el 
más voluminoso, еп ol cual se estudian ecuaciones elípticas. En los 
capítulos V y VÎ se oxaminan ecuaciones hiporbólicas y parabólicas. 

El método que emplea el autor para estudiar los problemas de 
contorno (y, en parto, el problema de Cauchy) se apoya en el con- 
cepto de la Solución generalizada 10 que permito abordar las ccuacio- 
nes con coeficientes variables de una manera tan sencilla como al 
operar con las ecuaciones más simples, a saber, las ecuaclones do 
Poisson, de onda y do conducción de calor. Analizando las cuestiones 
de oxistencia y unicidad de soluciones de los principales problemas 


y al de Galérkin, en ol caso de ccua- 
ciones hiperbólicas y parabólicas. 

Los conocimientos nocosarios sobre los espacios funcionales, en 
particular, el teorema de inmersión do S. L. Sóbolev, se dan en 
capítulo ТЇЇ. No se suponía familiarizar al lector con los apariad 
correspondientos de la Teoría de funciones y del Análisis funcion: 
* estos problemas está dedicado el capitolo IT de carácter auxili 

En cada capítulo, salvo en el 11, se ofrecen problemas. Buena 
parte de éstos tiene por objeto profundizar y ampliar el contenido 
expuesto en el correspondiento capitulo; con el mismo fin se dan las 
listas do literatura adicional. Pora los ejercicios se recomiendan: 


10 araco 


«Problemas de las ecuaciones de física matemática» por V. S. Vladi- 
mirov, «Problemas do la física matemática» por B. M. Budak, 
A. A. Samarski, A. N. Tfjonov y «Problemas y ejercicios de la física 
matemáticas por М. M. Smimov. 

En conclusión, el autor expresa su más profunda gratitud а 
V. S. Vladímirov que ha revelado enorme interés hacia este libro, 
y también a Т. 1. Zelenjak, I. A. Kiprijénov, S. L. Sóbolev que estu- 
diaron el manuscrito y hicieron una serie de observaciones valiosas. 
Un agradecimiento jal cl autor expresa a sus camaradas 
A. K. Guschin y L. A. Muravéji cuya cooperación fructifera contri- 
biyê muchísimo a reforzar el carácter práctico de esto libro. 


Julio de 1915 
Y. Mijátloy 


CAPITULO 1. INTRODUCCION. CLASIPICACION 
ОБ ECUACIONES. PLANTEAMIENTO 
DE ALGUNOS PROBLEMAS 


Introducción 


Llamamos ocuaciones diferenciales aquellas cuyas incógnitas son 
funciones do una o varias variables, con la particularidad do quo en 
dichas ecuaciones figuran no sólo las propias funciones sino tambió 
sus derivados. Si las incógnitas son funciones do much: 
(al menos dos), las ecuaciones se donominan ecuaciones en derivadas 
parciales. En lo sucesivo trataremos precisamente de ecuaciones de esto 
tipo y vamos a considerar sólo una ecuación en derivadas parciales 
con una función incógnita. 

Una ecuación en derivadas parciales do una función incógnita u 
de n variables ту, -.-. т se denomina ecuación de N-ésimo orden 
sí contiene siquiera una derivada de orden N y no contiene deriva 
de orden superior a N, es decir, la ecuación: 


"x c 
Tbe cad)? % 


La ecunción (1) so Iama lineal, si siendo función de las varia- 
bles u, Z, .. . E, os lineal. En lo sucesivo consideraremos una 


ecuación lineal de segundo orden, esto es, una ecuación de tipo 


У eu tD aitau 0) 
dm а 


). Las funciones ay (2), i, f =1, <. a, m, 
TELYN (а) se denominan coeficientes do la ecuación 
jl función f (2), término independiente, 

ignemos con Л, un espacio euclideo n-dimensional y supon- 
gamos que z = (д, - > .. т„) es on punto de Ra, |z | = (z: +- 
ss c z4)’. Como siempre, por dominio en А, o dominio n-dimen: 
sional entendemos un conjunto abierto y conexo (no vacío) de puntos 
pertenecientes а R. En lo sucesivo aceptaremos quo dichos dominios 
son acotados, siempre que no se especifique lo contrario. 
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Sea Q un dominio n-dimensional. Un conjunto E c- Q se deno- 
mina estrictamente interior respecto de Q, E € Q, si EG Q, donde È 
en ua abrace el sentido de a distancia en К) del con- 
junto E. 

Dosignemos con С^ (0) el conjunto de todas las funciones que 
tienen en Q derivadas parciales continuas de un orden hasta k inclu- 
sivo (k ев cierto número entero no negativo) y con C* (Q), el subcon- 
Junto de este conjunto compuesto por todas las funciones cuyas deri- 
vadas parciales hasta el k-ésimo orden son todas continuas en 0. Para. 
лов conjuntos C* (0) у C* (@) de funciones continuas en Q y, confor- 
memento, еп Q cmplearemos también las designaciones C (0) y 
с, El conjunto de todos las funciones que есеп а todos los 
@ к = 1, +, o designamos por C* (0), es decr, C (Q) = 
-0,0 (©). El conjunto de todas las funciones pertonccientes а 
todos los C* (Q), k = 0, 1... ., lo designamos por C= (0), es decir, 
e - n ci. 

La función / (z) se llama terminal en Q, si existo un subdominio 
Q' © Q tal que f (z) = 0 en QQ Designemos con @* (0) el con- 
junto de todas las funciones terminales de C* (Q) y con C (0), la 
intorscción [| û" (Q) de todos estos conjuntos. 

Sea a = (а, ^, @„) un vector de coordenadas enteras no nega- 
tivas, y diman рү Та | la suma œ +... ав: dnm 
=a +... e SI la función f (z) € £* (Oj, entonces la dori- 
vada parcial. Landis se designará con frecuencia, para nbre- 


iar, por el símbolo Daf. Para las derivadas de primero y segundo 
órdenes emplearemos también las designaciones fu fea, El gra 
dionto (fs... fe) de la función / € C (O) зегі designado me- 
dianto Vf (a). 

Por superficie cerrada, S де (n — 1) dimensiones entenderemos 
эла superficie (n — dimensional de a clase C* (para cierto k > 1), 
gladas ers y ча Nites, esto е una werte conexa sta 

Torrada (S = 3) que pertenece a Л, y que posee la siguiente pro- 
[Бол Taio ponto SES existen Sn phlomo (n-dimensional) 
е y vns fanción е (2) gos, polera s C° (Ur) y paraa cu e 
cumplo la desigualdad УРЕ уб, tales, que el coito 50 
(Ше describe por la eessción Р. (z) = Û, ев decir, que todos los 


+) A vecos se emplea бала el término selausuras (N. del T.) 
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puntos del conjunto SN Us satisfacen la ecuación Fu (z) = 0 y 
Cualquier punto өп Us poten а S, виро que satisfaga la oona- 
ción Ру (2) = 0. 

El contorno del dominio Q lo designaremos con 20. En adelante 
pondremos, siempre que no se diga lo contrario, que los contornos 
de los dominios en consideración están compuestos do un número 
finito de saporficies cerradas (n — 1)-dimensionalos (do la clase C!) 
y, us ез Supazticios во so interc. Mediante |Q | degnaremos 
ol volumen de 

Obsorvemos que si la superficie cerrada 5 do (n — 1) dimensio- 
nes pertenoco a la elase C*, para todo punto ^ do S existe un entorno 
Uz tan pequeño que la intersección 5 f) Uso se proyecta unívoca» 
mente sobre cierto dominio De (n — 1)-dimeosional, con el limite 
do la clase C", y este dominio se encuentra en uno de los 
Coordonadas, os docir, se decribe, para cierto i, i = 1, 
la ecuación а = фә (Zar «iar fin <1 


ET ‚ з) € De у que, además, фе € C* (Das). La intersección 
STU б; so Mamará trazo simple (o trazo) de la supertioio S. 
Dado quo S es acotada y cerrada, entoncos del cubrimiento 


Ui, 2 € B) de la muperticio $ e puedo elagit un subcubrinonto 
inito. Llamaremos cubrimiento de la superficie S con trozos simples 
la totalidad de trozos simples Sy, ..., Sx que corresponden a tal 
cubrimiento finito. 

Por superficie (я — 1)-dimensional 5 do clase С“, I > 1, enton- 
deremos una suporficio conexa que puedo sor cubierta con un número 
finito de dominios (n-dimensionales) Uu, 1 = 1, -.., N, de manera 
tal que cada uno de los conjuntos S, = SN Up Lm dL. N, 
so proyecto univocamente sobre cierto dominio (n — 1)-dimenslonal 
D, con contorno de la clase C*, encontrándose óste on uno do los 
planos de coordonadas, es decir, para cierto p = p (I), p ™ d, ... 
ТТ К э боксо cada coniu por la nación =p = rns > < 

Bas Soms ern Bee -+ <o Bpa pens) EDI Y QU 
lomás, e, € С* (Dj). Llamaremos cubrimiento de la superfície 5 
con trozos simples la totalidad de superficies 3, o sea, do trozos sim- 
gles de la superficie $ quo corresponden al cubrimiento О, e Ur 

l ésta, En lo sucesivo por superficie de (n — 1) dimensiones enten- 
фотон una superficie (n — 1}-dimensional de Ia clase C^ para cierto 

Designomos con O°, & >0, la unión do bolas {|z — 2° | < 8) 
queo os а dominio respecto atodos iosa" €0:0 = Uis 2] < 


<S}; 050. Mediante Qs, 8 >0, designaremos un conjunto 
constituido por todos aquollos puntos del dominio Q quo distan del 
contorno 20 a una magnitud mayor que 6; Qs € 0; cuando 6 >0 
es suficientemente pequeño, Ọs será un dominio. Vamos a mostrar 
que para cualquier 8 >0, suficientemente pequeño, existe una fun- 
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ción t, (2), indefinidamente diferenciable en A, que es igual a 1 en 
у a 0 fuero de Qus. La función Ze (2) se llamará en adelante 
inción S-cortante (o. simplemente, función cortante) para el dominio Q. 
Antes de construir la fonción Qs (2), introduzcamos el importante 
concepto del núcleo de mediación. 

Sea о, (f) la función de um variable f(— c» < t< + оо} 
Supongamos quo esta función es indefinidamente diferencinlle, par, 
no negativa y que se anula cuando | ¢ | > 1, además, pera ella es 
válida la igualdad 


| afzpds= | =) а в) 


A título de w (£) se puede tomar, por ejemplo, la función 


з ті, 
vitia ( XOU. octi, 
ш>, 
donde la constante Ca está elegida de tal manera que se cumpla 
la condición (3). Sex A número positivo arbitrario. La función 
A) 

leva el nombro de núcleo de mediación (de radio »). Es ovidente que 
el núcleo do mediación өх (|æ |) posee las siguientes propiedades: 

а) ev (2D eC" (0), n (>0 en Ras 

b) 0 ([2]) =0 para |z] 3h. 


[ооа 


4) yis. wienn а enki ела) Tu 1990, y pun фа 


los z € А, 
L^ (e| can, 
donde C, es cierto constante positiva no depende de A. 
Se a, (12 Dua acios de mediación менә. Se pasda cómpro- 


bar inmediatamente que, siendo 6 >0 suficientemente pequeño, la 
función 


= А, wn (z=) dy 


ду cortante para el domialo Q y en R, энне las desigualdades 
<t (3) < 
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$ 1. Problema de Cauchy. 
Teorema de Kovalevskaya 


1, Planteamiento del problema de Cauchy. Examinemos en un 
dominio Q dol espacio n-dimensional Ra (el dominio no tiene. que 
ser obligatoriamente acotado, en particular, puede coincidir con 
todo ol Æ) una ecuación diferencial lineal de Segundo orden 


Zum P esee + È 


En esto caso, consideraremos que los coeficientes y el término 
independiente son funciones de valores complejos suficientemente 
suaves. Designemos con А (2) la matriz ll au (2) fl, i j е 1, .. ., m 
compuesta por los coeficientes de las derivadas do órdenes superio- 
sos; la matre A (2) e distinta do la matriz nula por todo 0. 

En el caso do una sola variabl 
а ecuación diferencial ordin; 


NO) 


pacial, m = 1, la ecuación (1) 
ia y se la puede escribir (ay, s 0) 


u” 4 b (2) u” + e (2) u = g (2). (0) 


Entonces, el problema más sencillo es el de Cauchy que tiene por 
objeto hallar para esta ecuación una solución que para cierto z = 2% 
satisfaga las condiciones iniciales u (2°) = us, u (2) m uy. 

“Veamos cómo se puede plantear un problema análogo para la 
ecuación en derivadas parciales (1). Tomemos en Q una superficie 
(n — dimensional 5 suficientemente suavo (de la clase C^), pre- 
fijada por la ocuación 


F()=0, [] 


donde F (2) es una función do valores males, y supongamos quo 
[VE | 0 para todos los ¥ € S. 

Soa dado en Q tal campo vectorial 1 (а) = (1, (3), 
donde 1s (2); Ed, п; son funciones de valores rela 
ciontes a C (0), [P | Fi + ... +E >0, que para todos los 
ZES ol vector 102) no haga contacto con la superficie S, es decir, 


PE 
Ap inno. 
(En lo sucesivo sólo nos interesarán los valores del campo 1 (2) en la 
superficie S). 
Tomemos un punto arbitrario z^ € S y examinemos Ја ecuación (1) 
en un entorno suficientemente pequeño Û de este punto (supongamos 


que U es una bola de radio suficientemente pequeño y con centro en 
ol punto 2°). Designaremos con S, la intersección 5 П U. 
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Ses dada en U una solución u, u € C* (U), de la ecuación (1), y 
supongamos que п, (z) es un valor de la función и en Sy. y i (2), 


el valor do la derivada {г ев 5, 
ul m ш (2), a 
rl tn. © 


Mostromos que para una ecuación en derivadas parciales, n dife- 
roncia de una ecuación ordinaria, шу y щ по puodon ser, en caso gene- 
ral, funciones arbitrarias (suaves). 

Como YF (2) » 0, una de las coordenadas del vector VF (2") es 
distinta de cero; sea, por ejemplo, Fx, (3°) y 0. Consideramos que 
el entorno Ü es tan pequeño que en él Fs, (2) s O y la ecuación (3) 
puede escribirse en la forma 

norm мз) 
con wna función, suavo ө (9). Designemos con Fn (8) la función 
F (2) y con Fi (z), las funciones z, — 27, {= 1, 
oxaminemos una aplicación bivnivoca 


vi =P ml, ль (6) 
del dominio U on cierto entorno V del origen de coordenadas, es 


decir, de la imagen del punto 2”. Designemos con el símbolo У la 
imagen de la superficie S, que so encuentra en el plano ya = 0: 


PELLE 
Designaremos por v(y) la función u(z(g). Dado que us = 


Esse. mientras qe uem 3, vap FF F 


* À sy fps, entonces la ocuación (1) en las nuevas. variables 
adquiere la forma 

NOR Ra 2 Bi Doy LULA Г] 

donde Buly) son elementos de la matriz cuadrada |(А (200) х 
XVP, (ely), VF, (=U). en particular, 

PAP Р б). о 

Las condiciones (4) у (5) toman, respectivamente, la forma. 
vigo ® 
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(Veo. GE у=» D 6) 


donde vo (y) #= us (y^, f (07) mu Y, Ф (07), mientras que 
el vector A (y (2) = (f. .... E), 269. además, en So so tiono 


o, 
Anto todo mostremos quo el valor del vector Yv en la supor- 


ficie 3) so dotermina waívocamente mediante las funciones vy y vj. 
Eloctívamento, las derivadas vy, lg, £=1,...,n—1, "so calculan 


de (8): [y mtn n fesses n y en virtud de (5) se tiono 
САРЕ 


dondo v (y) =p (60) — У v E). 
3r 2 


sons tridente que las condiciones (8), (5') y las (8), (9) son oquiva- 
lentes, 

Examinemos ahora los valores que toman en J} las segundas deri- 
vadas de la función v (y). Sefalemos primoramente que en virtud de 
las igualdados (8) y (9), los valores que toman en. todas las sogun- 
dos derivadas de la función v (y), a excepeión de la derivada у, 
so doterminan unívocamente medianto las funciones va y vy, Para 
determinar el valor que toma sobre } la derivada шуру, emploare- 


mos la ecuación (1). Partiendo de (1°) y teniendo en cuenta (7), 
obtenemos: 
(Atz() YF (2 (0), VA (= (0) вр, = 


0-0 Ву 2, Вена, — Д и В 0 
Si en la superficie S, la función (А (2) VF, ФР) =. 0, entonces la 
{ч LAU vein. vente) ин далын da жо m 
Ў), у, por consiguiente ва V (consideramos el entor es 
занотона unto) La анаа (1) за V ш ацы on 
so caso asi 


Y E А 
usa ™ D ry J tro, e Dove 00) 


20m 
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"Haciendo en (40) y, = 0, obtendremos ol valor que la derivada 
boys, toma sobre >. 

Así pues, si (А (2) VF, YF) = O sobre S, en dicha superficie se 
doterminan univocamente todas las derivadas de la función u (2) 
hasta el segundo orden inclusive. AA 
en cambio en algún ponto 2 € S, (4 G) VF (2), VF G) = 0, 
entonces on ol correspondiente punto y tenemos: (А (х (y) 
ab (z (0). VF (2 (9) = 0. En este caso la igualdad (1°) en el 
Munto Y es le que vincula los valores yu determinados de v (j): 
э, y vo, O, Cm 4, <. <, mm does n f. De oste modo, 
los valores que toman en el punto Y la función vy y sus derivadas 

ndo orden, así como también los de la función v, y de 
ivadas de primer orden y, por consiguiente, los valores en ol 
punto де las funciones uy y u, y do Jas correspondientes derivadas 
No éstas, están entrelazado mediante cierta correlación, es decir, no 
Pueden Ser, en el caso general, arbitrarios. 

El punto z de la superficie 5 de la clase С^. dada por la conación 
F = O (F es una función de valores reales, VE 4 0 en S), so Nama 
punio característico para la ccunción (1), si en 61 


(А (2) VF (2), VF (2) = 0. 
La superlicio S so llamo característica pura la ocuación (1), si 


todos sus puntos son característicos, 
En osto párrafo estudiaremos el problema de Cauchy pora la 
e 


de 


El caso en que la superficie $ contiene puntos característicos os 
mucho más complicado. Ya fue mostrado que si el punto z* € S es 
caracteristico, existon las funciones (suaves) uy y ta, talos que en 
ningún entorno de este punto no existe solución (de C? (27) suave de 
Ja ocuación (1) que en la superficie S, = S П U satisfaga Jas condi- 
clones (4) y (5). Es fácil convencerse do que siendo U^ uno de Jas 

tes on las que S divide U (consideramos que el entorno Û es una 

la de radio suficientomente pequeño y con centro en a°), en 
C? (U*U S,) tampoco existe solución que satisfaga Jas condiciones (4) 
y (5) on la зщ Sy. Si, no obstante, la solución suave existe, 
ма puedo ser no una única. 

Sea, por ejemplo, n = 2. En un círeulo U con el centro en el 
origon de coordonadas examinemos la ecuación 


s m f (2) 


$ £. PROBLEMA DE CAUCHY. TEOREMA DE KOVALEVSKAYA 19 


para la cual la recta zy = O es caracteristica (a oste tipo de eoyacio. 
"ier puede reducirse, al cambiar las variables independientes, la así 
Mamada ecuación de onda ш, — uss, = f). Es fácil comprobar 
que para la existencia on U (de C? (U)) de una solución suave do dicha 
ecuación que satisfaga las condiciones u | seca = us (21), tm, lace = 
Su, (m), es necesario y suficiente que se cumple ja condición 
кы f(m 0). Además, si esta condición está cumplida, la 


solución se representa оп la forma 


иаа) | [rr 
ШЕП 


donde g es una función arbitraria, diferenciable continuamente dos 
voces, que satisfaco las condiciones g (0) =0, а, (0). 


Si la superficie $ es característica, pueden surgir talos circuns- 
tancias cuando el problema para la ecuación (1) debe plantearse 
por analogía con ol de Cauchy para una ecuación ordinaria no 
segundo orden, sino de primer orden. Asi, por ojemplo, en el capi 
lo VI estudiaremos un problema (probloma de Cauchy) relacionado 
con la ecuación (seo, como antes, п = 2) de conducción de calor 


Бы 


para la cual la recta z, 
Consiste en la búsqueda 


juo se encuentra en 0 у, siendo definida por la ecuación (3), divi 
en dos dominios disjuntos Q* y Q^, es decir, OS = Q* YO 
* NQ- = Ø. Supongamos que en el dominio Q está definida 
scuación (1) (es decir, en Q se conocen los coeficientes y el término 
indepondiento de la ccuación (1)), en la superficie 5 están dadas dos 
funciones, us (2) у nu] у un campo vectorial 1 (2) = (l (2), ... 

1, (а), | L(2) [50 en S, que no tiene ningún punto común 
соп la 'superticio S. Partimos do la suposición de que $ no tiene los 
puntos característicos de la ecuación (1), es decir, 


(A (2) SF, AF) &0 cn S. ш) 

Hemos de hallar la función u (s) que pertenece а C* (0) y satisface 
ln ecuación (1) on Q y las condiciones iniciales (4) y (5) sobre S- 
Llamaremos esta operación problema de Cauchy по característico. 
Tas funciones dadas, es decir, coeficientes y el término independien- 
> 
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to de la ecuación (4), la función Р de (3), la función-vector 1 y las 
funciones шу y w зе denominan datos del problema. 

Supongamos que los datos del problema (1) (4), (5) son indefini- 
damente diforanciables: los coeficientes y el término independiente 
de la ecuación (1), asi como también la función Р (s) de (3), perte- 
necon а С (Q), mientras que las funciones } (=), . . ., 1, (2), мо (2) 
ш) pertenecen а C* (3) (es decir, las fenciones ‘i (s (0), 

tu (z (И), en las que z = z (y) €s una aplicación, dada por la 
fórmula (6), de cierto entorno U de un punto arbitrario z* € $ en 
entorno V del origen de coordena: son indefinidamento diferen- 
cinbles on el dominio (n — 1)-dimensional У) = V П (y € os. 
ул = 0)). Supongamos, además, que ea Q existe una solución inde- 
Tnidameate diferenciable u (z) del problema (1), (4), (5). 

Como se ha señalado más arriba, sobre la superficie 5 se determi- 
nan univocamente, en términos de los datos del problema, todas le 
derivadas de la solución ш (x) hasta el segundo orden inclusive. Di 
mostromos ahora que en dicha superficie se determinan unfvocamon- 
te, tambión en términos do los datos del problema, todas las deriv: 

в de cualquier orden do la función u (2). Ya qı el caso que se 
considora la O (6) del entorno ÛU del punto arbitrario z? € 5 
en el entorno V del origen de coordenadas so define con las foncionos 
Р, (2), 1 == 1, . . ., n, indefinidamente diferenciables on U, enton- 
cos como resultado de Ja aplicación (б) el problema (1), (4), (5) (lo 
que se entiende como la búsqueda de una solución de la ecuación 
4) en el dominio U, que satisfaga los datos iniciales u js, = 
utah Dam (9, donde Se = U N S) en el dominio U 


so sustituya, por ol problema equivalente (9) (00) pare la función 


PG) on el dominio Y con los datos indofinidamente diferenciables, 
Ya quo en U existo la solución indefinidamento diforonciablo u (z) 
del problema (1), (4), (5), el problema (8)—(10) on V también tiene. 


en ésto una solución v (у) = и (= (y), indefinidamente diferenciabk 
Paro demostrar esta afirmación basta establecer que todas las deri 
vadas Di v (y) en Ў) se determinan unívocamonte en términos de los 
datos del problema (8)—(10). 

Para cualesquiera a” = (G4, . . ., а-л), | | >0, los valores 
do las dorivadas Рег. 9% (y) y De". ' (y) on la superficie 23 so deter- 
minan inmediatamente de las condiciones (8) у 

DEM] Шә DE 


Dosigmomos por va el valor que toma la función ¿Deo (al = 
= а]... an!) en el origen de coordenadas: 


ve D(0), ja> (2) 
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En esto caso, vaso Y vars, [а'|2®0, quedan univocamente deter- 
minadas en términos de las funciones v, ушу 


necem Ovalo [I 
eamm kee a4 


[E 
Para determinar en У) la derivada Dia" 9o (y), |a’ | >0, om- 
plearemos la ecuación (10). Derivando (10) respecto 
y haciondo yy = 0, obtenemos 
Diels e D^ Hus. 1130, 


donde la función ZI, (y) se dofine en V por la fórmula 


" ] 
PR ie Om 


+ wars tw 


(en Jn cual a titulo de v (9) figura a solución del problema (9) 00). 
їз D ®› ЭЛИ os ana funció (isa соп conicinio cono- 
Side] delas magoit des Dé ту [e y DU Hue ya фига 
per O< ао c I | < ia 14 Ve Poreso, 
las dorivadas Дів", 2y (y), | a’ | 2-0, están determinadas en Y) ш 
vocamento en términos de los datos del problema y, on particular, 


Dar, zm (a1) D^ PA, (у), 191590. 


Supongamos que para cierto k 2-2 en Y) уа están univocamente 
determinadas, según los datos del problema, todas las derivadas 
Die iy (y), |a" | 30. Hallemos la derivada D: Mo (y) le. 
1a’ | > 0. Para ello derivemos en V la ecuación (10) a, veces respecto 
® Wye С. eer Voces respecto а уу, y # — 2 voces тозресіо a 

luego hagamos y, = 0. 
0 resultado obtendremos 
DP Pv (y) |g =D PI, ууу. 


juf, Día. 92) Hl» es una función (lineal, con coeficientes cono- 
cidos) respecto de las, magnitudes ya delerminadas 097 0и |z, 
0Si<k-10</P'1<la"14+2 para 0<1<k—-2 y 
OC |B Та" |$ 1, para i = k — 4). Por eso, sobre Y se do- 
terminan univocamente, en terminos de los datos del problema, to- 
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das las derivadas D œ. Py, | a” | >0, en particular, 
vas, a= (a JI RD H, Qj) а (15) 


La afirmación queda demostrada. 

Orstmvación. Sea о (у) una función arbitraria indefinidomente 
difereneiable en el dominio V. Examinemos la siguiente función indo- 
finidamente diforenciable en 


но, PR Tete, wach. 9) 


De los razonamientos arriba empleados se desprende que si los valo- 
тез de la función v (y) y de todas sus derivadas satisfacen las condicio- 
nes (12), on las que los números va, |а | >O, están definidos por las 
igualdades (13)—(15), entonces 


IPN (y) lye m0 para todo а, |а|>0. 


Así pues, homos mostrado que si la superficie 5 está pri 
puntos característicos, los datos del problema definen unívocamente 
on S todas las derivadas de la solución indefinidamente diferencinblo 
del problema (1). (4), (5). Por consiguiente, en la clase de funcion 
definidas unfvocamente por sus valores y por los valoros de todas sus 
derivadas en S, al problema (1), (4), (9) tione una única solución. 
Una de tales clases es la de funciones analíticas, Más abajo en osto 
clase do funciones analíticas el pro- 


rciales con coeficientes indefini. 
bles y un término indoy ¡te puedo, en general, no toner solucio- 
nos. Но aquí un ejemplo, proporcionado pur G. Lovi, quo demuestra 
esta afirmación. 

mexeio +. La ecuación diferencial 


s = (29) as‏ و + ,2( Elta + 2i‏ ور 


no tiene soluciones, que puedan diferenciarse continuamente dos vo- 
oes, on ningún entorno dol origen de coordenadas (del espacio Aa), 
Si la función do valores reales / (а) no es analítica. 

Para domostrar esta afirmación basta, evidentemente, comprobar 
que la ecuación 


ша + ша + 2 (24 + hta) sm f (к) [2 
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по tiene soluciones diferenciables continuamente en ningún entorno 
del origen de coordenadas. 

Supongamos, al contrario, que para algunos Я >0 y H >0 on 
el cilindro 0 = (zi + z < FF, [zy | <H) existo una solución 
u (z) de la ecuación (19) con la función f (z;) de valores reales no ana- 
lítica on el intervalo |<, | < И y que esta solución pertenoco а 
€" (D). Entonces, la función u (p, 9, ту) = u (p cos 9, репо з 
<a el paralelepipedo П ~ (0.2 p R, 0 < € < Px, lz, 1< HÀ 
sorá la solución de la ecusción 


she UE ete + реш, = f (s). 


endo и, ЄС" (П) (p, 0, 23) = ш (р, 2л, т). Integrando esta 
он (m 6) 2 de) peto n V шы ыы 
Pier de que en el rectángulo K, = (0<p<R, | x, | < 11) la 


а 
p amf ш, qz) eda 
ue (p, 25) € C! (Kj), satisface la ecuación 
sg ¡E + Zip 2f (23). 
Por eso, la función 


v(r, 2) = Ути, (V7, з), perteneciente a C! (K) N C (Kg), 


donde K, os ol rectángulo (0 <r < I, | z, | < H), sorá en Кү 
prr deer айы Pon x 


ye lon = af (23), 
о, lo que es lo mismo, de la ecuación 


(or, a) + in fio а) (о) йө a). 


Mas, la última ecuación es la condición de Cauchy—Riemann para la 
función 
r3 


voir, 23) =0 (r, zs) in f 194. 


Por consiguiente, la función w (r, т.) es analítica en K, y en Ку os 
la función continua de la variable compleja ғ + iz, ir (r, т} = 
= g (r + iz). Como Reg |, = 0, resulta, de acuerdo con el prin- 
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cipio de simetría, que la función g (r + iz,) admite una prolonga- 
ción analítica al rectángulo K, = (Ir | < IP, 12,1| < H], y, en 
particular, en el segmento {r = 0, | z, | < H) es una función ana 


lítica respecto de xy. Pero, g | rmo = “{ 1( dí por lo quo la fon- 
ción f (zp) también es analítica para | z, | < И, lo que contradice a 


1а suposición. 
Observamos qı 


i en cierto 
potencias 


función g (2) se llama analítica en el punto 2^ € Q, 
entorno D de este punto se representa por una seri 
absolutamente convergente 


ios Xo аме 


Q0 


donde ete (a, ..., n), (22) m (i D) ... (ж: 


La función g (z) so denomina analítica en un dominio, si es anali- 
Чез өп cada uno de sus puntos. 

Supongamos que la función g (2) es analítica en el punto 2° € Q. 
Entonces, en el cubo TEE TES АДН n) 
s0 representará, para cierto А >> 0, por la serie (20) absolu! 
convorgente (on Ка (2^). Ya que una serie de potencia: 
te cónvergente en Xy (2%) converge uniformemente, ji 
Jas derivadas, on cualquier subdominio estrictamente interior К del 
cubo Ка (0), КЄ Ки (27), f (2) ЄС" (К) y, por consiguiente, 
g (£) €C™ (Kn (2). Además, es obvio que ga = ар D* (20), 
donde al! = ay! . . . al, esto es, la serie (20) es la de Taylor de la 
función g (z) en el punto 2°. De aquí se despende que una función a: 
lítica en el dominio Q se define unívocamente en todo el dominio Q 
mediante su propio valor y los valores de todas sus derivadas on un 
punto arbitrario de Q, en particular, si en algún punto de Q ella se 
anula junto con todos sus derivadas, entonces g (х) = 0 en Q. 

Mostremos que sî la función g (2) es analítica en el punto 2 € Q, 
será también analítica en cierto entorno de este punto. Para ello es su- 
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Iiiante demostrar quo si Kn (2) es un tubo en ol que Je función 
E (9 ostá representada por la ero (20) (absolutamente convergent), 
Id rre ED e 

la Convergencia absoluta en Æa (27) de la serio (20) se deduco 
que para todo P Є(0, R) 


геїв =. en 


Tomemos un punto arbitrario а* € Kg (2. Entonces, para todo 
2 € Киз (2) tenemos 


LE 


Чек sede «аЬ, ae eslora sel 
Pe (Par «e Рп), Pi j baas jene: 


leata m A "< 
eie io у нн (луч. 
у como, еп virtud de (21), la serie. 
х) т е (0) о 
29 s 


la función g(z) se representa en Kps (z) por una sorio absoluta- 
mente convergente 


e= Xs ez. 
donde 
fX Y eene can (anm 
Por consiguiente, la función £ (z) в analítica en o] punto z! y, por 


lo tanto, debido» |а arbitrariedad de 2 € Ka (a, са Any C, 
La afirmación queda dem. ыы е 
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Una función de valores reales g (z) = Y Za (z — 2)*, analítica 


еа el punto z*, se llama mayorante de la función g (2) (do 48) en el 
punto 2°, si para todos los т. |a | >0, | Ze | < £a 

Sea (Zu, Га | >O} una sucesión numérica compleja para la cual 
existo una sucesión numérica real (ga, | а | > 0) tal quo para cual- 
quier а, |а | > 0, tenemos | ga |< ga y la serie Y ga (2— 2% 
es absolutamente convergente on cierto entorno del punto 2°. Es ovi- 
dente que en esto caso la función g (x) = У) Za (z — 2% es anali- 


tica en el punto 27 y la función g (а) = Y Za (2 — 2*)* será su muyo- 


rante оп el punto 2°. 

Es también obvio que cualquier función analítica en el punto z* 
tiene on este punto su mayorante. A titulo de mayorante de le fun- 
ción g(z) de (20) se puede tomar, por ejemplo, la función 
Y | ga | (Е — 27)". La mayorante de la función g (x) do (20) puedo 


también construirse de la manera siguiente, Supongamos quo para 
cierto R > 0 la serio (20) convorge absolutamente en el cubo Ky (2%). 
Tomemos algún p on el intervalo (0, R). En virtud de (24), existo tal 
М positivo que | ga 10161 < M, es d 1< Мінер 
а т (an. sse au). Esto significa que en el punto 2° 


e~ J rp erga mimm 
tanto de la función д (2). También será la mayorante de (л) en 
ч punto 2°, para cuñlquice N >1. la función 


z м 
NAAA 
D 


dado que para todo 


SU Sn 


3. Teorema de Kovalévskaya. Estudiaremos aquí el problema de 
Cauchy en la clase de funciones analíticas, o sea, consideraremos 1; 
soluciones del problema (1), (4), (5), analíticas en el dominio Q o en 
alguno de sus subdomínios 0' que contione la superficie S. Vamos a 
suponer que los datos del problema (1), (4), (5) son analíticos, 
docir, que en Q los coeficientes y el término independiente de la оси 

ión (1), así como también la función Р de (3) (que define la ecuación 
de la superficie S) som analíticos, mientras que las funciones 
IG. «qe lod н, (a, in (2) Son заанен en $ osto es, los fon 
clones 1, (2 (0), 7, Ia (2080). ш» (= (9), t (2 (9) son analíticas 


= (Gu, <, n) so cumplo la desigualdad 


$ 1. PROBLEMA DS CAUCHY. TEOREMA DE KOVALEVSKAYA 27 


on el dominio (n — 1) —dimensional Y = V П (Y € Racy, Ya = 0}, 
siendo z (y) la representación, dada por la fórmula (6), de un entorno 
U del ponto arbitrario 27 € 3 en el entorno Y del origen do coordena- 
das). Ma de recordarse que la solución del problema, los coeficiente 
y el término independiente de la ecuación (1) , así como las funciones 
Iniciales se expresan en valores complejos; las coordenadas 
H (a), ч, da (2) del vector 1 (z) y la función P (2) tienen valores 
tentes. Se supone que la superficie S está privada dc puntos caracte- 
шө para a ecvaclón (1). 

Domóstremos, en primer lugar, el teorema sobre la existencia y 

d de la solución de esto problema. 

Teuneua ı (teorema. de Kovalévskaya). Supongamos que los datos 
del problema (1), (4), (5) son analíticos y la superficie 5 no tiene puntos 
caracierísticos para la ecuación (1). Entonces, para cualquier punto 
€ S esiste un entorno Uss de este punto en el cual el problema tiene 
Solución analitica y en ningún entorno del mismo punto no puede haber 
más de una solución analítica del problema. 

Necordemos (viae el punto 1) que por el problema (1), (4), (5) 
en ol dominio Uso se entiendo un problema que tiene por fin ballar 
n Us una solución u (2) de (1) que satisfaga las condicio» 
nes iniciales 


u lsp ee |= donde S, SU, 


Además, se supone que ol entorno Uas es tan pequeño que la supera 
ficie Sa la divide en dos dominios disjuntos. 

Sen 4? un punto arbitrario de la superficie S. Examinemos la 
roprosontación biunieoca (6) de on entorno suficientemente pequeño 
2 de esto punto en el entorno Y dal origen de coordonadas, o sea de 
Ja imagen dol ve los datas del problem (1), (0, (5) y 
las funciones. Р, (2), | — 1, ©, л — E son analíticos, ol problema 
de Cauchy (1). (4). (5) en el dominio Û se transforma en el probloma 
equivalente (8)—(10) (en el dominio V) con datos analíticos, Para 
omostrar el teorema 1 basta mostrar que cl origen de coordenadas 

ste solución analítica y (y) del 
in es Única. 
idad de la solución. Supongamos 
qué eu un entorno V, del origon de coonlenadas existo la solución 
analitica о (0) del problema (8)—(10). Ya que е) EC” (V). de 
Jos razonamientos expuestos en el punto 1 e deduce que en la super- 


el punto 2), la solución v (y) está 
ados del problema on el domi 
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Procedamos a la demostración de la existencia. Anto todo noto- 
mos que es suficiente demostrar la existencia de tal función v (y), 
analítica en ol origen de coordenadas, es decir que debido a las pro- 
piedades de funciones analíticas (véase el punto 2) ésta será tam- 
bién analítica en cierto entorno V del origen do coordenadas, que es 
la solución del problema (8)—(10) on V. 

Según los datos del problema (8)—(10), las ecusciones (12)—(13) 
(véase el p. 1) definen (unfvocamente) lo” números va, [o | > 0. 
Mostremos que la serio de potencias 


eo^ @) 


eserita formalmente, representa en sí una función analítica en el 
Origon do coordenadas. La suma de esta serio (designómosla v (4)) 
absolutamente convergente en un entorno V del origen do coordenada 

será precisamente la solución buscada. 

"Efectivamente, de (13) se desprende quo el valor de la función 
v (y', 0), analítica respecto a y”, y los valores do tod: derivadas 
respecto a Wı, .. . ук, coinciden, cuando у = 0, con los valores 
correspondientes de la función о, (y) que es analítica respecto a y. 
Por consiguiente, en X VN (y € Ru- уз = 0) tione lugar la 
identidad v (у, 0) se v, (47). Análogameno, de (14) obtenemos 
en У, vy, (07, 0) me v, (0). El hecho do que la función v (y) satisfaco 
on Y la ecuación (10), puede comprobarse del modo siguiente, Exo- 
minemos la función A (y) que es analítica en V y está definida por la 
igualdad (16) en la cual v (y) se ha sustituida por la función analítica 
examinada (22). Do acuerdo con la observación en el punto 1 y gra- 

ias а la debida elección do los números va, |% | > 0, tienen lugar 
в igualdados (17), es decir, la función Æ (y) y todas sus derivadas 
n nulas on el origen de coordenadas. Por lo tanto, la función H (у), 
analítica en V, es idénticamente igual a cero (Н (y) #0), Lo últi- 
mo implica qoe en Y la función v (y) satisface la ecuación (10). 

Así pues, hemos de demostrar que la serie (22) es absolutamento 
convergente en algún entorno del origen de coordenadas. Es sufi- 
ciento mostrar para ello (véase el p. 2) que cn el origen de coordona- 
das existo una mayorante para la serie citada. 

El problema de Cauchy (en V) con datos analíticos 


uum È err io + X Ed. dO 
Tl memi. & 
leen © 
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lo llamaremos problema quo mayora el problema (8)-—(10), siempre 
datos indicados son mayoramtes en el origon de 

los datos correspondientes del problema (8)—(10). 
а (80-000) tiene solución analítica en al origin de 


=D (2 


ésto es la mayorante өп el origen de coordenadas para la serie (22), 
у, por lo tanto, la serio (22) representa en sí una función analítica on 
el origen de coordenadas. 

La demostración de esta afirmación consiste en la comprobación 
do quo las desigualdades |v, | < v, son válidas para cualquier а, 
1% [22 0. Según la definición de problema mayoranto, las funciones 
ш» у ш, son mayorantes en el origen de coordenadas de las funciones 
ls Y ш, respectivamente. Pi е (véase (13) y (14), para 
todos losa Га? 150 ve e| e ey lel Woru 

Supongamos quo para cierto kzet ido ya demostradas las 
desigualdades |v. Bs para cual k—1, y cual- 
quier a”, |а' 12:0. Mostromos que en este caso también |var, A] E 
а, [a^ | >0. En virtud de en tenemos. 

a 


Ted umm 5 PNEU 


aM og e 


9 


y las constantes ey. оп combinaciones lineales con coeficiontes no 
negativos de los valores que en ol origen de coordenadas toman las 
derivadas de los cocficiontes de la ocuación (10), mientras quo cy, 
son las mismas combinaciones lineales de las derivadas correspoi 
dites (ino negativas) de los coslicentes de la ecuación (I0). 
Como el problema (8)—(4U) es mayorante para el (8)— (10), entonces 


al Fwa y [ey | Spr, Por consiguiento, [var al< Pa, ne 
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De este modo, para demostrar que la serio (22) es absolutamo 
convergonto en cierto entorno del origen de coordenadas, es sul 
ciente construir el problema mayorante ($)—(10) que tenga en ol ori- 
gon de coordenadas una solución analitica, Al construir el problema 
mayorante, será más cómodo que las condiciones iniciales (8) y (9) 
sean homogéneas: 


theme 0 [2] 

э, =0 [7] 

Observemos que para demostrar l 
lítica del problema (8)—(10) basta demostrar que existe la solución 


analítica w (y) para ol siguiente problema con condiciones iniciales 
homogéneas: 


оуу Ў Yingo, — 2 ر‎ = 00 = 0, 


We 
wi eO. 
y leas 
donde 
] X А 
Меў Ў т + Ж ч +A j, tw, 


se (y) = e, (9) + о (9). 


Efectivamente, os fácil advertir que si ır es vna solución anali- 
tica dol problema citado, v = te + w’ será la solución analítica del 
problema (8)—(10). 

Por consiguiente, las condiciones iniciales (5) y (0) pueden con- 
úsiderarso homogóneas, es decir, es suficiente construir un problema 
mayorante para el problema (8). (94). (10). Como los cosficientes y 
el término independiente de la ecuación (10) son analíticos on cl 
origen de coordenadas, entonces (véase el punto 2) a título de ocu 
cion (10) del problema mayorante se puede tomar la ecuación 


3 м 
Dto VER EN C 
D 


«(Ж ++} эы) ® 


para ciortos p>0, M>0 y N>1 arbitrario. Examinemos las 
soluciones ® = Ү (n) de la ecuación (f), que sólo dependen de 
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Hebei y, Todas ellas son soluciones de la ecuación 
ordinaria 


ye m 
eU, 
wh que Au METER gule, аср мар, 


LA Elijamos М tan grande, que el número а soa posi- 
tivo, О<а<1. 

Tomemos la solución Y , (n) de la ecuación (23) que satisface las 
condiciones iniciales У, (0) = Y; (0) = 0. Los codi- 
«iontes do la ecuación (23) son analíticos para ү ъ= O (incluso cuando. 
19 |< a). Por esa, эм es ФИ couveoetas de que la función Yo (1) 
es también analítica en cero"). Ya sabemos que todas las deriva- 
das de la función zy son positivas en el punto y=0. Así pues, on 


virtud de (23) 


Ye >0 para cualquier km0, 1, ... 


a 
Do esto modo, la función E (y), -Y, (Http da) , 


analítica en el origen de coordenadas, es la solución de la veuación 
(0) y todas sus derivadas en el origon de coordenadas son no nogati- 
хая, Hemos, pues, construido la solución analítica del problema de 
Cauchy, la que mayora en el origen de coordonadas el probloma 
(6), (0, (10). El teorema queda demostrado. 

Del teorema 1 «е deduce la siguiente afirmación 


2) e эти el, procediento más Шей para convencerse d esto. Conside- 
TA B 
cuyos cooficientes mayoran los coeticlentes correspondientes de la ecuación (20) 
(dado que 0 < a < 1). La ecuación (23) es la de Euler para la función Y + 1. 
La solución de la ecuación (23) que satisfaco las condiciones iniciales Ӯ (0) = 
=F omo e Pm few — оу — va 
ola que o, = И — A +V (E APTABN y o; = |f А — УПА 

Si ha sucio e analitica cn ен» y yor esc punto y = O Ta 


Fly 
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Tropexa 2. Supongamos que los datos del problema (1), (4), (5) 
sn anos y la ple S no Tee рии сасанид. hon. 
ces, existe un dominio Q (Q' <= Q), que contiene la superficie S, en 
cual este problema tiene una solución analitica, y en ningún dominio, 
ges contenga la superfici $, no puede haber más que una solución оле: 
tica de dicho problema. 

Ante todo indiquemos que la afirmación sobre la unicidad de la 
solución se deduce inmediatamente del teorema 1 y de las propi 


prende que para todo punto ¥ de la superficie 5 existe un entorno en 
«el cual el problema (1), (4), (5) se resuclve do manera unívoca, No es 
dificil ver quo haciendo disminuir сайа uno de los entornos Usa, 
2° € $, se puedo obtener un cubrimiento (Usa, 2? € S} de la superii- 
cie S que posee la siguiente propiedad: sí la intersección de dos entor- 
nos cualosquiera no es vacía, será un conjunto abierto en el cual coda 
componente conexa contiene los puntos de S (es decir, esta intor- 
sección so representa como la unión de una cantidad a lo sumo numo- 
хаво de dominios dents cada vao de los cunas contione puntos 

En efecto, examinemos en Uso una bolo (12 — 29 | < rj) de ra- 


quo buscamos, 
Puesto que para todo z* € S se tieno Usa C Uso, en el Uz« existo 
Jo única solución analitica del probloma (1), (4), (3); designómosia 


mediante us, (z). Sedalemos que sí 27 y 21 son dos puntos arbitrarios 
de la supedicio S y s, además, Da П Urs Ø. оноло 

0, Uia tenemos ә (2) = ша (2). Por consiguiente, en el domi- 
nio @= Y Um Q' c 0, la función analítica и(2) puede determi- 


EJ 
marge, para 26050, por la igualdad u (т) = us (z). La función u (2) 
e he ect айа buscada de la осше (1). (4), 5) m Q^ 
El teorema queda demostrado. 

Еа caso de quo la superficie 5 no contenga puntos característicos, 
ol олоро de Kovalévskays nos muestra quo el problema de Cauchy 
para una ecuación en derivadas parciales de segundo orden que en 
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quoto fue planteado por analoga con el problema de Cauchy para 
ecuación ordinaria de segundo orden, es realmente análogo a ésto 
último on determinado sentido. El teorema de Cauchy, conocido en 
la teoría de ecuaciones ordinarias, afiema que la ecuación ordinaria 
(2) соп coeficientes analíticos en el intervalo a< z< b y un tér 
mino Independiente tiene en cierto entorno del ponto 2^, en el que 
se dan las condiciones iniciales а « # < b, una solución analítica 
nica que satisface estas condiciones iniciales. El teorema de Kovas 
Tévakaya ез una generalización del teorema de Cauchy con arreglo al 
vaso de ecuaciones en derivadas parciales: si la superficie 5, en la 
cual vienen dadas las condiciones Iniciales, no tiono puntos caracte- 
rísticos y los datos del problema (1), (4), (5) Son analíticos, entonces on 
cierto «intorno» de la superficie $ al problema (1), (4, (5) tiene una 
solución analítica única. 

Sin embargo, no existe la analogía completa ontro el problema 
Cauchy para las ecuaciones ordinarias y el mismo problema para 
ecuaciones en derivadas parciales, mi mucho menos etre la teoría 

ecuaciones ordinarias y la de las ecuaciones on derivadas par- 
te último caso la situación es mucho más 
punto 1 hemos mostrado que si la superficie 5 tiono puntos 
característicos, la existencia de la solución analítica (o incluso una 
solución que te» continuamente diferanciablo dos vecos) del problo- 
a de Cauchy no puede ser garantizada: si el punto 2° € S os carne- 
forístico para la ecuación (i), existen funcionos iniciales us y 
(suaves o incluso analíticas) de tal género que en ningún entorno 0 
de eto punto no existe la solución (de Ct (U) del probla 
(5). Se ha señalado, además, que # la suporficio S es caractaristia, 
pueden surgir tales circunstancias en las cuales el problema do Cau- 
Thy debe plantearso por analogía con una ecuación ordinaria de 
primer orden (por ejemplo, on ei capitulo VI estudiaremos al pro- 
оша de Cauchy en relación con la ecunción uj, — ча, = f (2), 
para la cual la rocta 2, == 0 es una caracteristica; зарп volemos, ol 
problema consiste өп Ta búsqueda de la solución 
dl semplano ту > O que satistga wna condición Inicial 
le hazme = u (z). Como ilustra el siguiente ejemplo do К, 
уз, on esto caso tampoco se garantiza la existencia de la solución 
analítica, aunque los datos del problema son analíticos. 

Ensro +. No existe en el origen de coordenadas una solución 

analítica de la ecuación 


Une, Ta, =0, 
que satisfaga la condición inicial 


xl, riz 
LT 
зот 
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Se comprueba inmediatamente que si la solución analítica de este 
problema existo en el origen de jas: 


u(n а) Y anasti, 


entonces, los coeficientes ша, а, tienen la forma иаа 
RA) y usura =0, para 4>0, А20. Pero, en esto 
caso Ja serio escrita no puede ser convergento en ningún entorno 
dol origen do coordenadas, dado que diverge, por ejemplo, 
cualquier punto (O, 2) ara z% 0; 

Como es sabido, la solución del problema de Cauchy para la 
ууна ordinaria (2) depende continuamente de los datos iniciales 
E] ejomplo de Hadamard, que se da más abajo, muestra quo un 
ocunción en derivadas parciales no posee, en general, esta propiedad. 

sgwrio s, En el círculo 0 = (214-21 < 1) examinemos el pro- 
blema de Cauchy 


lina, — Mrgeys 
t heyat = tin, оаа e> Уч», 
eee = i, 


donde п es número natural (es ovidonte que la recta з, = 0 no tione 
Puntos caractorísticos para la ecuación usys, = ww), Es fácil 
comprobar que la solución de este problema (única en la clase do 
funcionos analíticas) tiene la forma и = п, (z) = €” ch nre" 

Por consiguiente, para cualquier punte z--(z,. xa) del círenlo O 
que no se encuentre enla recta 2,0, tenemos: 
Tus (lse cuando > э, a pesar do que us мд) <> Ó (Ju, ol= 
me- V) o, incluso cualquiera que sea boi, 2062-60 cuando 


n. co de una manera uniformo en [—1, 1]. 

Además, es bien sabido que cualquier ecuación ordinaria (2) con 
coeficientes continuos en un intervalo determinado y un término 
independiente siempre tiene soluciones (por todo el intervalo). En 
cuanto se refiero а ecuaciones en derivadas parciales que hemos 
considerado hasta ahora en una situación tan general, una afirma- 
ción onáloga no tiene lugar: como muestra el ejemplo de Lovi (citado 
en ы punto 1), exister ecuaciones de segundo orden en derivadas 
Parciales que Ao tienen ni una sola solución en ningún entorno de 
оңо punto; adomis, no hey ninguna clase de condiciones referon 
tes a la suavidad de los coeficientes (incluso la naturaleza analítica 
de ellos) que garanticen la existencia de la solución, sea el término 
independiente tan suave como se quiera (incluso si es indefinida- 
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mente diferenciable). Por lo tanto, al estudiar soluciones no analíti- 
cas de una ecuación lineal de segundo orden en derivadas parciales 
necesitamos condiciones adicionales relacionadas con la estructura 
de la ocuación. En el párrafo que sigue vamos a destacar ciertas cla- 
зев de ecuaciones quo oxaminaremos a continuación, 


$ 2. Clasificación de las ecuaciones 
diferenciales lineales 
de segundo orden 


En el dominio n-dimensional Q examinemos una ecuación dife- 
rencial lineal de segundo orden en derivadas parciales 


Lun i, aula) X ntu аа) (0 


Soan los coeficientes ay (а), t, J= d... т. de valores reales y 

supongamos quo las soluciones de la ecuación (1) pertenecen a С? (0). 

Lo matriz A (2) = П au (2) ll, compuesta por los coeficientes de Jas 

derivados supaioros dl operador 2, pude considero simétrica 
efecto, 


Yaya, Уна, + D an 

donde aj (ауаз). ey = p (emu). Puesto quo шаат 
" por eo У адин 
„ap siendo la matris ai (2)]| simétrica. 
Sen #4 in punto arbitrario de Q y sean 2, (2), . .. An (2) los 
valores propos (evidentemente rele) de la matriz А (2. Dedi 
mos conn, = ns (4*]el número de los valores propios positivos; con 
n. (2); el número de los valores propios negativos; con n, = 
Ton Фу, n = ma ч т. + np el nümero de valores nulos. 

Ta ecuación (1) se denomina ecuación de tipo elíptico en el punto 
% (o, simplemente, elíptica en el punto ¥), si ny = n. 6 n. = n. Una 
ccuación so Mama elíptica en el conjunto E, EG Q, si es elíptica en 
odo punto de este conjunto. Ejemplo de ecuación elíptica en Ra 
es la de Poisson 


А, 
donde A + ... Д es el operador de Laplace. 
Li 35 


La ecuación (1) so denomina Aiperbéliea en el punto 2° €Q (ecua- 
et de pe Mee exa] ышан m IY 
n. = п — f. Si la ecuación es hiperbólica en lodo punto del con- 
junto E, E=Q, se Пата hiperbólica en E. Ejomplo de 
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hiperbólica en todo el espacio t, de las va 
ecuación de onda 


PI 
La ecuación (1) so denomina ultralisperbólica en el punto 2, si ny 
=0y1<n,<n—1. La ecuación (1) es ultrahiperbólica. mE 
E C Q, si es ditrahiporbólica on cada punto de E. Le ecuación 
ЕРЕЕН 

es ultrahiporbólica en todo el espacio Ru 

La ecuación (1) so denomina parabólica (o ecuación de tipo para- 
bólico) en el punto 2° € Q, si ” 2» 0. La ecuación (1) se llama parabó- 
Hea en el conjunto Ec Q, sí es parabólica en todo punto de E. 


Ejemplo de ecuación parabólica en todo ol 
Tiablos д, . .., Zn өз la ecuación de conducci 


Wesen esr m n m Pe 


Por supuesto, el tipo de ecuación no tiene quo ser necesariamente: 
el mismo para todos los puntos del dominio. Por ejemplo, la ecuación 
de Clapliguin (n = 2). 


ue ET ml 0) 
dondo la función T (a) e positiva paro #, >0, negativa pera 
Fisco v iul ero para za Те, эмб elíptica pera 2, > 0, hiper: 


та zm 0. 


bles, © Za, еза 


cio Й, de las va- 
do calor 


(A (2) VF, VF) = 0. @ 


Si la ecuación (1) es olíptica en Q, la matriz A (z) será positiva. 
o nogativamento definida en cualquier EQ. Esto significa 
quo la ecuación (2) sólo puede toner lugar cuando | VF | = 0. Por 
Consiguiente, las ecuaciones elípticas no tienen snperficlos caracto- 
Histicas (todavía más, no existe ninguna superficie 5 que contenga 
un solo punto característico de la ecuación elíptica). 

Siendo la ecuación (1) hiperbólica en Q. se puede mostrar que 
por cualquier punto del dominio 0 se puede trazar una superficie 
característica. Por ejemplo, en el caso de la ecuación de onda 
Une +++ e ama = Ша, la ecuación (2) tiene la forma 


m e 


Fyt +! 
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= (и бут +... + (En — 2) ma 
arbitarlo de An, y el vector m = (my, 
subordinado а là condición mî + . . . 
(2) también queda, satisfecha 
isch ia ЖА ns — 


Phe, 


Es evidente, 2 cualquier solución de esta ecuación tiene la forma 
F=0 fla londe Ф es una función arbitrarja continuamente dife- 
ronciable ( y+ 0). Por eso, las caractorísticas de la ecuación de 
conducción de calor son los planos =, = const. 

Sea 2? un punto del dominio Q. Designemos mediante y = y (2) 
(pi = yi (шә, << +» Za) Lm 1, ss n) una transformación que ropre- 
senta biunivocamente cierto entorno Ú del punto z? en el entorno V 

o y’, ,)ر = ر‎ mediante a 
Мпа transformación inverse a la primera. Su 1 
que las funciones y, (2) € C* (D), i = 1, y que la matriz de 
ebi (а) Ze de la tsanatormación у= y (e) no está dego- 
nerada, es decir, en U el jacobiano de la transformación es distin- 
to de coro (det J (2) , 0). Designaremos la función u(z(y) por 


viy). Puesto que ъ= 5 йм, uem 2, ر‎ + 


+ POT entonces, después del cambio de variables la ecua- 


ción (1) tomará la forma 


ао m Fe 


vo. B 


donde ы) = È ви (2) issu, y F es una función que no de- 


ende de las segundas derivadas de v. Puesto que las matrices 

(9 = ar (Il y A (2) = llauG) están ligadas por la 
ecuación А (4) = J4J*, ambas matrices, de acuerdo con el cono- 
cido. teorema de Algebra, tendrán igual número de valores 
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propios positivos, nogativos y aulos. Esto significa que en todo 
punto y € V la ecuación (3) será del mismo tipo que la (1) en el 
correspondiento punto z € U. De este modo, la clasificación de la 
ocuaciones de segundo orden, expuesta más arribo, es invariante 
терен а las tranformacionos suaves Батса бо dogueradas 
de las variables independientes Esta cirounstancia puede ser apro- 
vechada para simplificar la ecuación 

“Tomemos wa pun 2 € Q. Sabemos que para la matriz 
A (2) oxisto otra matriz degenerada T = 7 (2%) =] til tal que 


As i 
+1. 
TAG» Ta A) +11 EN 
‘=i 0, 
° o 


Realicomos la sustitución lineal de las variables independientes 

= Т (2%) x. Como la matriz lacobi de esta sustitución es igual 

а T, entonces, como resultado de formación, la ecuación (1) 

LI D esie m la (2), x 9 los же tas de 

privadas superiores os igual a PA (2) T*. Esto significa que para 
SEP la conación (3) tine la forma 


Wy F ° Ty rs TP c Tre en 


donde la fanción Р, no depende de las segundas derivadas do la 
función v. Esta e llama forma canónica de la ecuación (1) en el 
punto 2. 

"De esto modo para cualquier punto z == 2° C Q puede indicarso 
una transformación lines] no singular de las variables independientes 
Quo para s == 2° reduce la ecuación (1) a la forma canónica. Como 
Ja transformación depende sólo de los valores do los coeficiontas que 
tienen en (1) las derivadas superiores para z == 2, entonces en el 
caso cuando estos ooficiontes son constantes en Q, Is transformación 
lineal determinado reduce la ecuación (1) a una forma canónica 
en todo punto del dominio Q (dentro del dominio Q). 


= 


$ 3. Planteamiento 
de algunos problemas 


En esto párrafo vamos a examinar algunos problemas físicos 
que conducen a los problemas para ocuaciones diferenciales en dori- 


vadas parciales. 
12 Problemas de equilibrio y movimiento de una membrano. 


$ 3. PLANTRANIENTO DE ALGUNOS PROSLEMAS EI 


Consideremos un problema que tiene por objeto encontrar la 
posición de equilibrio de una membrana (película elástica fina), 
Que se encuentra bajo la acción de cierto sistema de fuerzas. 

¡pongamos que en cualquier posición admisible la membrana ee 
una superficie, ubicada en el espacio (z, u) = (5, ту u), quo se 
proyecta unfvocamente sobre cierto dominio Q del plano 2,02, y que 
уйше por в ecuación u = u (z) z € O. on la que wis) ona 
función de la clase C* (0). Convengamos en lo siguiente: si u= 
e$ (2), z € Q, caracteriza una posición admisiblo de la mombrona, 
cualquier otra posición ш == u (z) se obtendrá de la posición u = 
ye; diendo cada pesto de a зынаа paralolamente 
al ojo би. 

Supongamos que la fuerza exterior que actúa sobre la membrana 
es paralela al eje Ou y tiene una densidad continua /, (z, u) igual 
a 16) — a (x) u (la membrana se encuentra bajo la acción de lo 

rza exterior de densidad / (z), z € Q, y la fuerza de resistencia del 
medio elástico cuya densidad, igual a —a (2) u, es proporcional al 
desplazamiento y do signo inverso al de éste; a (2) >0 es el coofi- 
cionte de elasticidad del medio). El trabajo de la fuerza indispen- 
sable para desplazar la membrana de la posición q (z) а la u (2), 
serê igual a: 

ч» 


ЕЕ 
de i 


о-о) | 


Pero la membrana es, además, accionada por la fuorza interior d 
elasticidad. El trabajo de ésta para desplazar la membrana de la 
posición y (2) a lo u (2) es 


- [ie TF Sut- VIF VoF de 
i 


(el trabajo de esta fuerza reducido al elemento (ду, а + Am) х 
Az) de Q es proporcional а la variación del área de la 
1 do aquella parto de la membrana que te proyecta sobre 
citado elemento; el coeficiente k (x) >O se Пата tensión de la 
ешмда). 

Si en los puntos del contorno de la membrana está aplicada una 
fuerza cuya densidad lineal se expresa por g,(z, u) = g (2) 
toa {оу (2) 9-0 es el cooficienta de la fijación olástlca del 
contorno), el trabajo de esta fuerza necesari га desplazar la 
membrana de la posición Ф (2) а la ы (2) es igual a 


Ие 000—600) (me (2) | 8. 
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De este modo, la energía potencial de la membrana en la 
posición u(z) será 


од /«) | [eco тее VTF VEP + 
+09 drt | [Pure] s. 
в 


donde U (y) es la energía potencial de la membrana ер la posición q» 

Con el fin de simplificar el problema supongamos que ol gra- 
diente de la función ш 5) es pequeño en todas ls posiciones que 
puede ocupar la membrana y despreciemos los términos del orden 
| Vut. En este caso la energía potencial de la membrana en la 
posición и se expresa del modo siguiente 


"te | [Favur 


жрии] Ие о-в] ds. 
Si u es la posición de equilibrio de la membrana, de acuerdo 


con ol principio de los posibles desplazamientos, ¢1 polinomio 
(respocto a 1) 


PUSU (u4 lo) me 
=U (u) +| | унт» +аш— fo) de + | ow gv) aS ] + 
i & 


+ [трата jonas] 


pora £ = 0, un punto estacionario, cualquiera que sen v dentro 
de los limites admisibles. Por consiguiente, ® = 0, es decir, 
ra todo v€ C' (0) la función ue describe la posición de 
Бо de la membrana, satisface la siguiento identidad integral: 


| (gau) dz + $ ы! ё i gwas. 0) 
Si ol entorno de la membrana está iamóbvil S rígida), 


todas las posiciones admisibles de la membrana satisfacen a condi- 
ei 


Adeo Ф. @ 
En esto caso la energía potencial de la membrana para una posi- 
ción arbitraria u es igual (siempre que so desprecian los términos 
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del orden | Vu |) а 
U (u) =U (o) + i [Fiven о а) Јаз. 
Sea u la posición de equilibrio de una membrana fijada rígida- 
mente. Entonces, para toda v € С' (0) que satisfaga la condición. 
Viso 0, e 


la función u + to satisfará la condición (2), cualquiera que sen t- 
Por lo tanto, para todas las v de este género el polinomio 


PUT) eU (+ | ame e fte 


+4 { (| Sof au) de 


tiono mínimo cuando ¢ = 0. Esto significa que para todos los v € 
€ C' (Q) quo satisfacen la condición (3), la función u (z), que describe. 
2 posición de la membrana fijada rígidamonte, satisfaco la (denti 
integra! 


аз. % 


| (yuo + аш) dem Í 


En el capítulo V mostraremos que en el caso de que las funciones 
k, а, оу, f, £ (6 incluso qee, si la membrana está fijada rigidamente} 
están sujetas a ciertas limitaciones, las identidades integrales (1) 
y, © determinan las únicas funcionce u (5), чеши quo so cumple 
ja condición (2). Además demostraremos también que si el contorno- 
BAS des Bet DU RU al espa 
cio С: @. 

Do inmediato, en lugar de las condiciones integrales (1) y (4) 
hallemos las condiciones locales a las cuales debe satisfacer la 
función buscada u (z), suponiendo que и (z) € C* (0), k (s) € С\(@), 
> в@єс(@, orl ЕС (90). e EC (0) YE 

Como, según lo fórmula de Ostrogradski, para cualquier v € 
eco 


[ета fran [eras 
а а 


las identidades (1) y (4) pueden sor de nuevo escritas, respectiva- 
mente, de la forma 


j (div (ўы) — au ede | (rié 001) 0d =0 (1% 
а 
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IL liv (kYu)—au + f) dz = (4) 


Dado que la función div (ku) — au + f es continua, de la identie 
dad. (4) te desprende la igualdad 


div (kyu) — au +f =0, 260, 6 


la cua), junto con la condición límite (2), nos proporciona las condi- 
«ciones locales buscadas a las cuales debe satisfacer la función u (2) 
si la membrana está rígidamonto fijada. El problema de hallar 
Solución de la ecuación (5) que satisfaga la condición límite (2), 
se llama primer problema de contorno (problema de Dirichlet) para la 
sccunción (5). 

Ya que en la (1^) v (2) os una función arbitraria de C* (0), enton- 
«ces, en particular, cuando v satisfacen la condición (3), oblenemos 
que u (2) también satisface, on esto caso, la ecuación (5). Por consi- 
guiente, la identidad (1^) puede escribirse de nuevo del modo siguiente: 


Mo 


Puesto que para cualquier función de C (20) existe una prolon- 
gación o Q. репти а Ct (©) (véase p. 2, § 4, cap. Ш), de la 
Mtima identidad se desprende la condición límite 


+] =, 6) 


donde оду > 0, к= К. 

El problema en que se busca la solución de la ecuación (5), que 
satisfaga la condición Imite б), so llama tercer problema de contorno 
oral scnación (9). Cuando o xs O, el acer problema, do синего 
ova el nombro del segundo problema de contorno (problema de Neu- 
mann). La condición imito teno en este caso la forma 


ES а) 


Do este modo, la posición de equilibrio de la membrana se descri- 
“bo por la solución de la ecuación (5) que satisface cierta condición 
mito. La ecuación (5) es de tipo eliptico y se llama ecuación de 
equilibrio de la membrana. 
Examinemos ahora el problema del movimiento de la mebrana. 
Soa que la función и (т, t) caracteriza la posición de la membrana 
m el instante £ de tiempo. Entonces, las funciones ш (2, f) у 


un (2, £) (se supone que estas derivadas 
velocidad y la aceleración de la membrana on el punto z € Q. La 
locidad de la membrana en el instante (inicial) £ = to 

es decir, 


шаа), єй, 8 
[T (o) 


Las condiciones (8) y (9) se llaman iniciales. 

De acuerdo con l principio de d'Alombert, Ja ecuación de movi: 
miento de la membrana es equilibrio (5) en la cual 
1(2) está sustituida por la función —p (2) шае + f (2, f): 


div (уа) — au + f (z, 1) — p (2) ше = 0, 


z€Q tmu. (10) 


Aul, — (2) н esla densidad de Ia fuerza de inercia en ol puns 
to z; р (z) >0, la densidad de la membrana en el punto z, y / (z, £) 
es la densidad do la fuerza exterior dependiente, en general, de 1). 

Igual que on ol caso estático, las condicionos límites tienen la 
forma (2), (6) д (7) (sogón sos al régimen dado en el contorno 00) 
y so cumplen pora todos los valores de tiempo £ > te que se consi- 
dean; Las problemas en queso buscada solución de 1$ auneión (10) 
para lr condiciones (2), (3). (0): (Л, (8). (0; (C), BY, @) e Tamaan, 


pectivamonte, primero, segundo y tercer problemas mixtos de la 
оша (10). 
De osto modo, el movimiento do la membrana se describo por la 


solución de la ecuación (10) que satisface las condiciones iniciales 
y ciertas condiciones límites. La ecuación (10) es hiporbólica (en un 
espacio tridimensional) y ve denomina ecuación de movimiento de la 

En el caso de una membrana extendida infinitamente (0 = Ry), 
la función u (z, D, que describe el movimiento de ésta, satisface 
las condiciones iniciales (8) y (9) y es una solución de la ecuación 
(10 ) para todos los z € As y £ > ty. Aquí decimos que u (z, £) es 
Sia ste sb rin ына udin de Dua s M none 
ción (10). 

Si los cooficientes en las ecuaciones (10) y (5) son constantes: 
k (а) mu k, p (z) mu p y а (2) == 0, entonces las ecuaciones se Патап, 
respectivamente, de onda: 


‚ &0 094. amy E, (0 
y de Poisson 
Au — E, zeg (5) 
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En el caso de una variable espacial la ecuación (10') tiene Ja 
forma 


zela, Ph tte «07 


Esta ecuación describe el movimiento de una cuerda dispuesta 
sobre el intervalo (а, D). Cuando = = (д, т 24), la ecuación 


бз seo, >t 0) 


describe ol movimiento del gas en el dominio О Па función y (r, 1) 
caracteriza, por ejemplo, pequeñas desviaciones de la presión del 
gas, respecto a la presión constante, que se observan en el punto 
£ € Q en el momento 0). El número a, en este caso, es la velocidad 
de propagación del sonido en el gas. 
blema de difusión del calor. ue una sustan- 
cia que se encuentra en el dominio tri s0 caracteriza 
por la densidnd р (2) > 0, la capacidad calorífica сш) > O y por 
el coeticionte de conductibilidad térmica А (2) > 0. Designemos 
mediante u (s, £) la temperatura en o) punto x € @ en e] momento 
Sea que lo temperatura en el momento inicial £ = £, es conoci 
utz, Оры). FEQ; an 

so requiere determinarla para £ > te- 
Soa Q' un subdominio de Q. Én conformidad con Ja ley de Newton 
la cantidad de calor que pasa por el contorno д0 al dominio Q' 
durante el intervalo de tiempo (i, fg. fe «ch < fp 08 igual D 


ма Вин 


PER 
Гарнова 


donde n es una normal a 20”, extarior respecto de Q* 
Si en el dominio О hay fuentes de calor de la densidad conocida 
15, D. el incremento de la cantidad de calor en Q' durante el tiem- 
to) será igual a 


IDE nice ja f цә е 
y, por tanto, la ecuación del balance térmico en Q' tiene la forma 
t М 
Јароваја, а 


=} eRe (z) (u (z, һ)—и (2, 10) dz. 


$ 2. PLANTEAMIENTO DE ALGUNOS PROBLEMAS s 


n 
"Tomando en consideración. qnte tiunt] Hat, y valién- 
dose de la fórmula do Osteogradsk!, obtenemos 


ju [өнө saco ma ође, 


Si la función integrando es contínua en Q, on virtud de la arbitra- 
riedad del dominio Q' y del intervalo (4, t) la última igualdad 
es equivalento a la ecuación diferencial 


O 0, 260, а>. (02) 


Esta оз una ocuación del tipo parabólico (en el espacio do cuatro 
dimensiones ду, т, ту, 1). Cuando las funciones e (2), p (z) y k (2) 
300 constantes, la ecuación (12) se llama ecuación sión del 
calor: 


+=-м=!®а, ГЛ 


en la que а? 


Subrayomos quo la ecuación (12) sólo es válida para los puntos 
interiores del dominio Q y sólo cuando £ > fa. El compartamiento 
de la fanción u (z, 1) para £ = f, so profija por la condición inicial 
(И), y tione que ser dado adicionalmente para z € 00. So impono 

las condiciones de un problema físico concreto que establoce 
Диа térmica entro Q y el medio exterior. 
=” más sano soda la ирите и (z, 1) en el con- 


tomo 

lom t) 3) 

para todos los valores do £ que se consideran. Entonces, la tempera- 

tura será descrita por la solución ш (z, f) de la ecuación (12), q 
satisfaco las condiciones (11) y (13). 

Si se conos la densidad qu (=. 1) del flujo térmico que pasa por 


el contorno д0, la condición límite, de acuerdo con la ley do Nowton, 
tondrá Ja forma 


(ae =, 0. (4 


Si so conoce la temporatuca ш» (z, f) del medio fuera dol domi- 
nio Q, mientras que la densidad del flujo térmico gs (2, f) por ol 
contorno д0 es proporcional a la diferencia de temperaturas 
иро Y шо log» entonces, la condición límite adquiero la forma 


+ qm |, as) 
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donde k, (а) > 0 es cl coeficiente de intercambio de calor entre el 
cuerpo en cuestión y el medio. 

Los problemas en que se determinan las soluciones de la ecuación 
(12) en las condiciones (11), (13) (11). (4); (11), (45) se llaman, 
respectivamente, primero, segundo y tercer problemas miztos pora 
la ecuación (12). 

En el caso en que la sustancia Шепа todo el espacio Rs, 0 = Ru 
la temperatura u (z, f) satisface la ecuación (12) cuando £ > fa, 
y la condición (14), cuando £= ty. En este caso suele decirse que 
u (x, 1) es una solución del problema inicial (problema de Cauchy) 
para la ecuación (12). 
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CAPITULO п. INTEGRAL DE LEBESGUE 
Y ALGUNOS PROBLEMAS 
DEL ANALISIS FUNCIONAL. 


$ 1. Integral de Lebesgue 


El concepto de integral y el de función integrable, estrechamento 
relacionados entre sí, constituyen las nociones principales del análisis 
matemático. Estos conceptos, en el proceso de su desarrollo, han 
sufrido considorables cambios, como lo exigían las ciencias aplicadas- 
y las propias matemáticos. Si la resolución de unos problemas req 
Ti sólo sabor integrar foncions continuas o incluso агайне, para 
ruslucinas otros problemas se necesitaba ampliar, estos conjuntos 
y, a veces, considerar un conjunto de toda: funciones intogrables 
sogún Riemann. Es más, para la descripción matemática do algunos 
fenómenos resulta insuficiente «rico» inclusive ol conjunto de funcio- 
nes integrables según Riemann. Es natural que dicho conjunto- 
tosultó también insuficiente para las mismas matemáticas. 

En particular, se logra describir o: algunos pro- 
cesos por medio de una sucesión de funciones «buenas» fy (2), ТА 
== 1, 2, . . ., respecto de la cual sólo podemos afirmar que оз conver- 

te en cierto sentido integral. Así por ejemplo, la sucesión f, (2), 

= 1, 2, ..., puedo poseer una de las siguientes propiedade 
Jefe drO cuando m, koe co (lo fondamental de lo 


sucesión radica en la media), | Ya — fa)? dz — O (lo fundamental 


está en la media cuadrática) o, en los casos más complojos, tiendon- 
is integrales que contienen derivadas de las funciones (lo 
fundamental según lo energía). Estas propiedades (en particular, 
on ol segundo caso dondo se trata de lo fundamental en Ja me 
cuadrática) de por sí puoden no garantizar la convergencia en el 
sentido común, es decir, la sucesión puedo no converger en ningún 
punto. No obstante, se puede mostrar (lo haremos más abajo) que 
existe una función, única on cierto sentido, hacia la que esta sucesión: 
converge (en la media cuadrática). En el саво general la función 
citada no es integrable según Riemann, por lo que en la definición 
de convergencia Ja integral se debe cntender en wn sentido más 
amplio, es decir, en el sentido de Lebesguo: 

1. Conjunto de medida mula. Un conjunto EC Й, se llama 
conjunto de medida (n-dimensional) nula, si se puede cubrirlo con un 
sistema numerable de cubos abiertos (ndimensionales) en el que la 


EI CAP. и INTEGRAL DE LEBESGUE. ANALISIS FUNCIONAL, 
suma de volumenes (volumen sumario) os tan pequeña como se 
quiera, os decir, respecto de cualquier в > 0 existe un sistema númo- 
таво de cubos Ку, Ky... tal que sea Ес Ú Ky, y el volumen. 
sumario de los cubos e 


Bii <eı donde | Ki | os ol volumen del cubo Ki, 1f, 2, -> + 


Do la definición se desprende directamente que un conjunto com- 
puesto de un número numerable de puntos es un conjunto de medida 
Mula. La intersección y la unión de un número numerable de con- 
Juntos de medida nula es un conjunto de medida nula, Los superficie 
Suavos de Jrósima dimensión, «m, es también un confonto d 
nula, 

continuación nos será útil el criterio siguiente. 

ima 1, El conjunto E es un conjunto de medida nula, si, y sólo 
sl, para él existe tal cubrimiento por un sistema numerable de cubos 
de volumen sumario finito, con el que cada punto resulta ser cubierto 
por un conjunto infinito de estos cubos. 

Supongamos, al principio, que el cubrimiento de que se trata 
en el loma 1 existe, Excluyondo de éste un número finito de cubos 
de volumenes máximos, so puedo conseguir que el volumen sumario 
del cubrimiento restante sea tan pequeño como se quiera, Esto 
certifica que E es un conjunto de medida nula. Viceversa, si E es 
un conjunto de medida mua, se puede cubrirlo por un número nume- 
rablo de cubos cuyo volumen sumario sea inferior a 2-4, cualquiera 
que sea al número entero k > 1. El cubrimiento necesario se obtendrá 
al reunir estos cubrimientos respecto de k = 1, 2, 

Si alguna propiedad зе cumplo para todos los puntos z de cierto 
conjunto G, a excepción, quizás, del conjunto de medida nula, se 
dico que osta propiedad se cumple en casí todo punto z € G (en c.t.p) 
o casi siempre. Así, por ejemplo, la función de Dirichlet у (z), quo 
es igual a 1 on los puntos cuyas coordenadas son todas racionalos 
y es mula. on todos los demás puntos, e» igual a cero en ctp. de Ra 
û casi siempre en Ra. 

Sea Q un dominio del espacio А,. A la par de las funciones defi- 
vidas por doquier en Q (es decir, funciones que asumen un valor 
inito en cada punto de Q) examinaremos también las funciones 
definidas en casi todo punto de Q (casi siempre en 0), es decir, 
funciones cuyos valores no están definidos en los conjuntos de medida 
nula, con la particularidad do que las funciones f + g, f-g (f y £ es- 
tán definidas casi siempm) están definidas en aquellos puntos en 
los gue estén definidas ambas funciones y g. 

}. Funciones medibles. Ses Q un dominio del espacio Rn. La 
sucesión de funciones f, (z), k = 1, 2, ..., (definidas casi en todo 
punto de Q) se Паша convergente on casi todo punto de 0, si casi 
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para todos los 2^ Є Q la sucesión numérica do valores do estas funcio- 
nos tieno en el punto z^ un límite (finito). La función / (2) so Паша 
limite de la sucesión, convergente en cast todo punto, fa (2), k = 1, 
i iC Їч) casi simpre ea Q cuando k=» co, si para cul 
todos los zi € Q se tiene lim fa (2°) = f (2). Es obvio que si las 
funciones / (2) y g (2) son los límites para cierta sucesión do funciones 
convergente on casi todo punto, ellas coinciden en casi todo punto. 

La función f (z) so llama medible en Q, si es el límite para una 
sucosión de funciones de С (0), convergente en casi todo punto. 

Tndiquemos algumas propiedades obvias dels funciones medibles, 

De la definición se desprende que la función / (2), perteneciente 
a C (D), es mediblo. Una función arbitraria / (s) de C (Q) es también 
modiblo, dado que puedo ser ropresentada en forma del límite para 
una sucesión de funciones de С (0) convergente on 0: f(z) = 
= lim 702) Ga (z), donde La (z) es una función cortante para el 
dominio Q (véase ol cap I). 

Una combinación lineal arbitraria de funciones modibles es una 
función modiblo; sí /, y fa son modibles, la función /,-/j, os medible 
como también soré modiblo la función Ji, stempro quo so suponga 
adicionalmente (а) 920 on casi todo punto. Junto con / os 
también medie la" función |f |. Las fonciones “max (f (3) 
y min (fı (2)) son medibles, s* 1o son f fi. En el punto 7 
demostraremos quo si una sucesión do funciones medibles convorgo 
en casí todo punto hacia cierta función, esta última es también 
modiblo. Por oso, si las funciones sup (fa (2) = lim max (1 (2) 
y int Va (9) = lim min Û, (2) son finitas on casi todo punto, 
serán modibles, siendo modiblos fi, fis... 

La derivada do uns función medible, si os que existo en casi 
todo punto, os medi 

3, Sucesiones monótonas de funciones. 

Examinaremos con frecuencia Sucesiones monótonas no doere- 
sientes (no crecientes) on casi todo punto de Q. fa (2), k = 1, 2, - 
de funciones medibles. es deci, sucesiones para аз cuales on ci 

des fh (z) > fa (2) 


cotada), será 
Introduzcamos 
йо para A оо, 
si la sucesión es monótona no decrocionto, y fa | } en casi todo punto 
рата k— co, si la misma es monótona no creciente. 


eam 
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Designemos con Ay = А, (Q) el conjunto de todas las funciones 
сада una de las cuales es limite cosi siempre (en 0) para una sucesión 
monótona no decreciente de funciones de С (0) con una sucesión 
acotada (por arriba) de integrales (de Riemann). 

Sea [ (2) una función arbitraria de A, y sea fala), ko 
=1,2,... una sucesión monótona no decreciente de funciones 
continuas en Q, convergente casi siempre hacia f (2), con una sucesión 
acotada” de Integrales. La cota exacta superior del conjunto 


{[ lato de, к= 1, 2, ...]} зе denomina integral do Lebtsguo 
de la función f(z) € 
а аы w 


Demostromos que si la función f (z) pertenece a la clase Ay, enton- 
cos para toda sucesión monótona no decreciente fa (2), Ema 1, 3, . 
de funciones de С (0), convergente casi siempre hacia f (x), 
afin do бодат acotado y pera cualsquera dos socisiones fa 
ki, 2. (а, ке 1, 2, 
des, sup | f dz = sup | fa dz, es decir, la integral de Lebesgue 


(de Jn función de Ay) no depende de la elección do la sucesión do 
aproximación, 

Antes de demostrar esta afirmación mostremos que si fa (2), 
k= f, 2, ..., ез una sucesión arbitraria de funciones de C (Q) tal 
quo fa 4 f casi siempre cuando ko» о y $ (z) > 0 en casi todo punto, 


entonces sup Û fa dz > 0. 


Supongamos que fa (2) t/ (2) en casi todo punto 
Tenemos arbitrariomento ма € > 0. Un conjunto Æ de puntos en 
Jos cuales o bien fa, k = 1, 2, . .. no converge hacia la función f, 
o bien f <0, os un conjunto de medida nula. Por eso, puede ser 
cubierto por un conjunto numerable de cubos abiertos (Ky f= 
Ты» Тш sumar menor que, e. Designamos 
con 'K la unión de todos los cubos de este cubrimiento. Pa 
punto HHS fa (2% tf (2) >0 cuendo k— oo, por lo que 
existe N == N (2°) tal que fy (2%) > —e. Como la función fy (2) € 
ЄС (Q), la última desigualdad se cumplirá también en la inter- 
sección Us» ( @ del conjunto О con algún cubo abierto Us» con 
centro en el punto z*. А causa de que la sucesión es monótona en 
U.s (1 Q, tienen también lugar las desigualdades f, (2) > —е, cual- 
quiera que sea k>N. Le totalidad de conjuntos abiertos 


га dre oo, 
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{Ua z€O s K)U (Ki, 19 1, 2, ...) cubre el conjunto б, 
у como este último es cerrado, se puede extraer del citado cubri- 
miento un subcubrimiento finito Ut, ..., О, К 


Designemos por K' la unión ý Ki, Dodo quo | K'| < e, y, ademi 


existe al No que para todos los zEGS K” C ( U Un) nO (e) ~e 
cualquiera que sea K> Np, entonses para tales k 


| пов D h aee f fid 


>e- 1e=e(—|A 110, 
donde | 0 | es ol volumen de Q y А, = min f; (2). Por ser arbitra- 
rio & >0, de osta desigualdad so obtiene la desigualdad requerida. 

"en, una función arbitraria de A, y fa (2), k «1,2, . 
«^ А en casi todo punto cuando K> оо, una sucesión 


funciones de C (0) para la cual la sucesión do integrales es acotadi 
Tomemos una sucesión arbitraria fi (2). Ё = 1, 2, „ do funcion 


necientes a C (0), tal que fi (=) f/(z) en casi todo punto 
> оо. Mostremos que 
lim { fide lim. i hdz. 
Examinemos lo sucesión fu. kmi, 2, ndo m arbi- 


trario. Ya que para Коо fa— fat /—fa >0 en casi todo punto 
de O, өөө Шш [Us pde на (tn | fert. Por 
x el 


consiguiente, la sucesión È fadz, mm1,2,..., es acotada y 


lim | fade lim [ /a de. Como la desigualdad inversa es, oviden- 


temente, lícita, la afirmación queda demostrada. 
Por analogía se demuestra que si las funciones f y g pertenecen 
OPS Ora call iuo Dentales 


ҮҮ { gdr. 
à i 
Efectivamente, sean (9), k= f, 2, . 


siempre cuando k— ce, y ga (2), k = i, 3, 
siempre cuando К > co, sucesiones de fun 


ha (2) t f(x) casi 
гити 
de C (Q). Para т 

se 
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arbitrario, cuando & -e o, fa (а) — gm (2) 1/08) — ga (2) > f ()5— 
609020 casi siempre en Q, por esta razón lim | (fa—gn) àz = 
д 


ge [eon [seins ч. pr сөн m | ue 
= 4 


<lim | fade, y, por lo tanto, Jim | ende | às. lo que s0 


trataba de establecer. 
De 1а definición se desprende directamente quo si las funciones f, 
y f, pertenecen а A,, entonces para cualesquiera constantes no nega- 


tivas C, y C, la función Суу, + Caf; pertenece a A, y (2) | (Cih + 
C4) ds = су wf fide + C, (L) H fa de; además, а la clase 


ds Grace también ls funciones mex Û, (A f.) y віз 

* "Tomomos un cubo que contione el dominio Q y cuyas aristas son 

puralelas а los pianos coordenados; por medio de planos paralelos 
Pas aristas del со dividámoslo өп un número finito de paralelo- 
pípodos. La intereceión no vacía de un paralelepípedo ablerto, 
tonido como resultado de la división, con el dominio О la Tamaro- 
mos cinla (de la división dol dominio Q) y la totalidad de todas las 
бадав, división TI del dominio Q. La función medible / (z) so la 
marê escalonado en 0, si asume un valor constante dentro de cada 
йш de cierta división II del dominio Q. 


Siento. 
таша з. Para toda sucesión monótona no decreciente fy (2), k = 
=1,2,..., de funciones de C (Q) existe una sucesión monótona 
no бегает еп cas todo EXPE {© funcions 
escal tal que casi siempre fi mih, a Y que 
todo puli f.) RO O, cando kar oo. 
бырак N utiles de la función fa (s) existe un 
mero 64 >0 tal que | fa (^) — fa (2) | < 2 para cualosquis 
tos z’, 27 € 0, para los cuales |2' — z7 | < ôn, k = 1, 2, 
ignemos mediante I, la división del dominio Q en la que el 
diámetro do la célula máximo es <,. La función escalonada f, (2). 
¿que en cada cótula К de la división П, es igual al número min f, (2), 


la siguiente propiedad: O <f, 24 aro cast 
To A TER de i Milius de L adia Th. 
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construyamos otra división, Il,, en la que el diámetro de la célula. 
máximo es <y. La función Повайа f; (z), que en cada célula К 
de la división Il, es igual al número min f, (8) satisfaco, para cast 


todos los z € Q, los desigualdades 0 < Ys (2) — f; (2) < 2. Además, 
casi siempre on Qs (2) > f (2). Cntiniando eto proceso, obtendro- 
эм ra cualquier k > 1, la di: Ti, del dominio 0 y, junto 
una función escalonada f; (2) que posee las siguientes pro- 
p 0 <h (а) — к (2) <2, fi С, (2) para casi tados 
[s = €Q. Por consiguiente, en casi todo punto de Q fi (4) < a (2) 
siempre en Q existe y es igual а cero el límite de la sucesión 
io (kon ds duis PL loma. queda demostrado. 
wa 3 Para toda sucesión monótona по decreciente en casi todo 
punto de Q fi (2), k = 1, 2, . ... de funciones escalonadas existe una 
Sucesión monótona no decreciente fy (2), k = 3, 2, ..... de funciones 
C (0) tal que en casi todo punto fs (2) < fë (2), y en сан todo punto 
Д (2) > 0 cuando k> оо. 
Es obvio que Pasta demostrar esta afirmación para el caso en 
que la función f; (2) > O en casi todo punto. 
Examinomos una función fë (2) (del becho de que i (z) >0 en 
casi todo punto se desprende que casi siempre fi. д> Û) y sea que 
la división, que a ella corresponde, Il; de cierto cubo quo contiene 
el dominio Q (designemos por ау la longitud do la arista de este cubo) 
so compone de m, cólvlas (cuando la división Il, del dominio Q, 
Correspondiente а 1а función Ja, está compuesto à lo sumo de my 


cólulas). Tomemos бу = min (2. mum mue), donde a, оа 

longitud de la menor de las aristas de todos los paralolepípedos que 

iulas de la división Mi, y sea (2), 0 < Ha 1 
e (rc la Enredado ады) pri la 

p-ósima célula de la división Tli (6, está elegida de tal monera. 

sl volumen sumario de la intersección de los paralelepípedos, en los 


que 3 tı (2) < f, con el dominio Q no supere a 2%). 


Designemes por Ya (2) Ja función fi(z)- dal Es fácil 


funció » (2) €C (O, a (2) < % (а) casi siempre, 
Yen aat todo ponto fs) = Sa j > E cuando k анла, 


las funciones f, (2) = t (2), continuas en 0, satisfacen casi 


siompro las desiguald, @ <fi (a), k = 1, 2, . u y en casi 
todo punto fa (т) — fa (2) >0 cuendo k-» cc. El jema queda 
demostrado. 

, De Tos omas 2 y 2' е deduce directamente la siguiente afirma- 
ción. 
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clie querella salia (oben e cel Tli puni hac 
Pe exista la sucesión тп casi dodo punto hac 

Ха función у, además, monótona no decreciente en casi todo punto) 
f Gi. dec de funciones escalonadas con una sucesión 


acotada de Integrales. Жеме omn (D) | feo mp | кё». 


i 

алм» з, Una sucesión monótona no decreciente de funciones de C ( 
соп una sucesión acotada de integrales converge еп casi todo punto de 

Del Joma 2 зе desprende que para demostrar ol lema Зез suli- 
cionte establecer la validez de la afirmación siguien! sucesión 
Ím k = 1, 2, . . . do funciones escalonadas по es monótona docre- 
lento on casi todo punto y la sucesión de sus integrales es acotada, 
н „ отну өк cal todo punto 

е 0. 

Cubramos el contorno 20 (д0 Є C', véase cl capítulo 1, Intro- 
ducción) por un número finito de cubos cerrados Ky, . . ., Ky, cuyo 
Volumen sumario es suficientemente pequeño, de tal modo quo el 


conjunto @ = NUK sea un dominio. Está claro que es sufi- 


o mostrar que la sucesión fa, Ё = 4,2, tona no decre- 
іме, de funciones escalonadas converge en casi todo punto del 
Poliedro Q'. 

Examinomos una función arbitraria f, (2) de esta sucesión, 
suponiendo que I], es una división del poliedro Q” que corresponde 
^ dicho función. 

Designomos por 5 la unión de las aristas de todos los poliedros 
quo ontran siquiera en una do las divisiones Па, e = 1, 2, + урог&, 
la totalidad de todos aquellos puntos x del conjunto QAS en los 
qu la mesón mum fa (ah hi d i то ei acta. 

o 5 es un conjunto de medida mula, será suficiente mostrar que E 

medida nul 
O arbitrario y sea Ea. un conjunto compuesto 
(de un númoro fínito) de células de la división П, en las que f, (2) > 


Dte. Puesto que с> [nir е1 185. l. donde 


A, es ol valor mínimo de los que asume la función f,(z) on las 
<ólulas de la división Th (fa (>A, en casi todo punto de ©), 


entonces [8,6 (С4 А101). Dado que 8 < 0 f.m 8s, eU 


U Ñ ч. уйд, el conjunto 8 енд cubierto por un sistema nu- 


merable de poliedros, no siendo el volumen sumario de éstos superior 
ae(C 5 11Q D. ya que, en virtud de la monotonía en casi todo 
punto do la sucesión ja (z), Ё = 1, 2, - - ., de funciones escalonadas, 
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жый T ase s <В самот que soa V>, y, por 
consiguiente 
E 
Та 2 (E. fieles ee (САГА). 


Pero, en este caso, el conjunto & puede ser cubierto también por un 
sistema numerable de cubos abiertos cuyo volumen sumario sea 
menor quo 2e (C + | A, | 10). El lema está demostrado. 

û. Funciones integrables según Lebesgue. Una función do valores 
reales / (2). dada en un dominio, se lama integrable según Lobes- 
gue en el dominio Q, si puede ser representada en la forma 


=f =F @ 


doude у y f son funciones de A, (Q); con ello, uno integral de Lobos- 
gue de la función / por el dominio Q se determina por la igualdad 


un 4e реа рта. в 


Mostremos que la integral do Lebesgue de la función f no depondo 
del modo de representar esta función en forma de la diferencia entre 
dos funciones de A, (Q). En efecto, supongamos que a la par con (2) 
tione lugar también la igualdad f =P — ^, donde y f^ porto- 
necon а Л, (Q). Entonces, en casí todo punto tenemos f + {= 


=P +r EM, y (чаз p. 3) (D preso jre- ax 


жени por lo que (2) Û jeta taco 
i 
x j Faz. 
Designemos por A = А (Q) el conjunto de todas las funciones 
que son integrables en Q según Lebesgue. De la definición de A (Q) 


so infiore que la función Cif, + Су, € А (Q), si f (2) € A (Q) y Ci 
son constantes arbitrarias, t = 1, 2. Con ello 


шоў Ce Cif de C, E) | пагас) | fade. 
B i i 


Una función integrable según Lebesgue es absolutamente integra- 
blo según Lebesgue, puesto que si / = / — j", donde Р y f" perte- 
necen a А, entonces la función |f | = max (0, f) — min (f, f") 
pertenece 4 A. Como la función f es integrable según Lebesgue, 
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también serán integrables según Lebesgue las funciones 
Pl) = max 0 (а), 0) LL, 


FG) ,)ماد‎ 0) LAA 


mientras que la integrabilidad de las funciones f, y f, se desprende 
Ja integrabilidad de las funciones 


max (fs (2), fi) hh htt). 
min (f (2). fs) ТАА) 


Si la función / (2) es integrable según Lebesgue y es по negativa 
casí siempre, entonces 


[7 j 1dx>0, [7] 


Esta desigualdad proviene inmediatamente do los resultados del 
punto anterior, dado que las funciones 7 y f” (pertenecientes a A) 
on la tación (2) de la función / satisfacen, por condición, la 
desigualdad Р (2) 2o] (2) casi siempre en Q. 

0 (4) se deduco que para cualesquiera dos funciones /, y /, de 
А (0), que satisfacon casi siempre la desigualdad f, (z) < fa (2), 
es válida In desigualdad 


wj haci) j һа ® 


y, en particular, para toda foneión f € А (Q) tiene lugar la dosi- 
gualdad. 
[ш {г< pras. ®© 


Demostremos ahora el teorema de que el conjunto А (0) es 
cerrado» respecto a los pasos límites monótonos. 

ттоквмл2 (B. Levi). Una sucesión monótona сай siempre de 
funciones fy (2), k = 1, 2, . .., interables según Lebesgue en Q con 
una sucesión acotada de integrales casi siempre en Q converge hacia la 
función f (а) que es integrable según Lebesgue, entonces 


lim (2) { histo] 1az. 0 


Es suficiente demostrar el teorema para una sucesión monótona 
no decrecionte. Cuando la sucesión es monótona no creciente el pro- 
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Мева se reduce al anterior, es decir, basta cambiar el signo de todas 
Jas funoiones. Además, sin menoscabar la generalidad do razona- 
mientos, podemos considerar que las funciones f, (5) 

eo oer eer urged lo 
"deberíamos Considerar la sucesión 
7 compuesta por funciones negativas en. 


chal todo" punto). 
Designemos con C la expresión sup fr а. 


Supongamos primero que fa (z), k = 1, 2, .. ., es una sucesión 
monótona no decrecionte casi siempre de funciones de A, 
sucesión acotada de Integrales de Lebesgue. Mostremos q 
sucesión converge en casi todo punto hacia la función / (2) 
con, Ja particalaridas de que aquí tane Jugar Ja igualan 
ada k >> 1 tomemos una sucesión Jam (2) 1 
de funciones do CO), fan (2) + fy (2) casi Sya en 0 cuan 
m о. Las funciones фы (5) = max (fm (2), m = do >>, per 


9 mem 1.4, 


DI рева era pora кчт. 


Do a), с) y ol loma 3 so infiere quo cuando m— co, фи f / on 
casi todo punto de Q, donde f es una función de Ay, con la particula- 


| qu йг = (L) ( f dz. Pasando al limite para 


m > co en la desigualdad izquierda do b) y haciondo uso de la des 
ha de b), obtenemos que casi siempre en Q фу (2) < 
«(ef (a) para todo k, de donde Huye que fa (z) df) casi 
siémpro on Q cuando k-ece. Pasando en c) y d) al limite para 


marco, resulta que para cualquier k, ш | teo | fa< 


lin D | ا‎ oa doaie ш-на} ы. De este modo 


queda demostrada la afirmación del teorema cuando fa €A; (0). 
Ses, ahora f (2), X — 1,2, - . ., una sucesión arbitraria monótona 
по decreciente de funciones (integrables según Lebesgue) no negativas 
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casi siempre on Q сов una sucesión acotada de integrales. Puesto que 
honga k= 


dondo g (2) = А (2), g, (=) = 
funciones no negativas casi 
entonces рага demostrar nuestra afirmación basta mostrar que la serie 


„Ж m (2), formada de funciones no negativas e integrables según 


Esbesguo, en la cual la sucesión de integrales do sus sumas parciales 
es acotada, convergo casi siempro hacia una función integrable según 
Lebesgue y dicha serio puede integrarse término a término. 
E гертен бый 
00) (т), donde gi у f pertenecen а А, puede conside- 
Tre que gi(2)220 en casi todo punto y (L) | fi dz 2^ (para 


Fo REM RENS 
Д por las funciones 
Фа, & =й —Ф», donde D(z) es una función continua 
en Q (Фа (2) < (8) cosi por doquier) que satisfaco la condición 
(L) | Raz— | ddr 27) con elle, gi (=)> (2220 en casi 


todo punto. Así pues, para cualquier «1, 2, 
> n n 
Qe Beme 


poder hacerlo, en cierta representación ga = 
sor suficionte sustitufr las funciones @ y 


con la particularidad de que (2) | 3 g (2) dz 1, (2) { D edem 
v E 


. 
=j D e(a) d+ (1) Í F 0) des Cei. Según lo demostrado 
E 


E 
más arriba, la sucesión de funciones de A, È gi(z), k=1, des 
Convergo casi siempre hacia cierta fu (de 
sucesión j 2), Ki, 2, ..., converge hacia la función (в) 


mientras que la. 


3 
de A, con la particularidad de que ej Zi 4z y 


e D fait) | ге, cuando kco. Como, en este caso, 


$ 1. INTEORAL DE LEBESOUR 59 


en casi todo punto Y) ga (z) 
función f, igual 4 Pf, es integrable según Lebesue y 
mf Ў ndz (L) { [dx cuando т — co. El teorema está demos- 


Р, para k-eco, entonces la 


М 

Dol teorema 2 se desprende la siguiente. afirmación. _ 

++ Y la serie У (L) | x 
Е 

Х| йк converge, entonces en casi todo punto de Q la serie 


conoramo. St fa (s) CA (Q), km1, 2, 


3 fate) es absolutamente convergente (es decr, casi siempre con- 
^ 


verge la sucesión Sy Kf), met, 2, ...), y además, 108) = 
A 


ae J MEAO y ofre 50] hdz. 
a 

Haciendo uso del teorema de Levi demostremos el siguiente teo- 
нема э. Para que la función | (2), cast siempre no negativa 
е integrable según Lebesgue en Q, sea nula en casi todo punto, es nece- 
sario y suficiente que (L) Í f dz = 0. 


Si / 2) = 0 en casi todo punto de Q, 
sucesión f, (д), k = 1, 2. de funciones, idénticamento iguales. 
* cero on Q, posee la propiedad do que fa $ Геп casi rin: %0 


cuando k > оо. Según la definición esto significa quo (L) | fdz = 0. 


A ln inversa, sea (L) [fdz = 0. Entonces, (L) ( kfdr = 0 para 


cualquier К. Por consiguiente, según dice el teorema de Levi, una 
sucesión kf (a), k = 1, 2... ., monótona no decreciente casi siempre, 
converge en casi todo punto hacía una función (finita casi siempre), 
lo que sólo es posible cuando / = 0 en casi todo punto. El teorema 
está. demostrado. 

5. Comparación de las integrales de Riemann y de Lebesgue. 
Si una función f (2) es integrable según Riemann (recordemos que 
Ja integral de Riemann se define sólo para funciones acotadas), on- 
fonces, como sabemos, existen dos sucesiones de funciones escalona- 
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das fifi, k = 1, 2,... (para cada k= 1, 2,.... a las dos funcio- 
пез corresponde la división Il, del dominio 0), fi, k 1,2, - 

es monótona no decreciente en casi todo punto, fa, А = 1, 2. 
es monótona no creciente en casi todo punto, fi (3) < f (2) € 
© f (2) on casi todo punto, k = 1, 2, . .. tales que las sucesiones 
de sus integrales (sumas de Darbu superiores e inferiores) tienen un 
límite común igual а la integral de Riemann de la fun De 
acuerdo al teorema 2, la sucesión monótona no creciente 

fi — fi, k = 1, 2, .... de funciones escalonadas no neg 
casi todo punto con una sucesión acotada de integrales converge 
casí siempre hacia cierta función no nogativa en casi todo punto, 
perteneciente a A (0), cuya integral lebesguiana es igual coro. 

En virtud del teorema 3 esta función es nula en casi todo punto. 
For oso, cuando k~ eo, fé (e) 4 7 (a) en casi todo punto (y / (=) 1 
f (s) en casi todo punto). Por consiguiente, si la función f (2) 
es integrable según Riemann, será también integrable según Lebesgut 
y sus integrales de Riemann y de Lebesgue coinciden. Es más, está 
demostrado que la función / (2) es integrable según Riemann on el 
caso, y ка el caso, cuando las funciones / (т) у —f (z) pertene- 
ten a 1 

Por ello, en lo sucesivo omitiremos el simbolo Z ante el signo de 
la integral, entendiendo siempre la integral como la Jebesguiana 
y el intogrando, como función de A (0). 

El conjunto de funciones acotadas contenidas on A (Q) es más. 
amplio que el do funciones integrables según Riemann, dodo que, 
por ejemplo, la función de Dirichlet y (z) € A (Q) es acotada y no 
so integro sogún Riemann. 

Luego, al construir la integral lebesguian: 
зе suponía que ésta era acotada, por ejemplo, 


la función / (2) no 
función no acotada 


integral impropia de Riemann de cierta función, 
idad de dicha función según Lebesgue puedo no deduci 
ción £ sen + , definida en (0, 1), es un ejemplo de tal función. 

6. Condiciones; suficientes de integrabilidad según Lebesgue. 
Teorema de Levi. Ahora pasemos a establecer la relación existente 
entre la cualidad de una función de ser medible y la de ser integrable. 


Por definición, una función integrable өз medible. Sin embargo, no 

toda función medible es integrable, como por ejemplo, la función 

V |=, æ> п, en la bola ( | т | < 1). Establozcamos algunas condi- 
¡tes para que una función sea integrable. 

"oA £ (lema de Patou). St la sucesión fy (2), k = 1,2,..., 

de funciones no negativas, integrables en cast todo punto converge еп 


cast todo punto hacia f (3), y Îfade < A, km 1, 2, ..., entonces 


4 
1@) es integrable y | fdz <A. 


Consideremos para т < k las funcic int D ni - 
o: Ve ea de cal tede pio Gen IT i) m 


EU (2) cuando k + co, y en casi todo punto 0 < Yna (2) < 
< În (2), entonces, de la desigualdad (6) y del teorema de Levi so 
deduce que n (2) € AQ) y O < Joe (2) de | fn (2) de < A. Lo 


0 
afirmado por ol teorema so desprende ahora del teorema de Lovi, 
dado que en casi todo punto v, (2) $ f (z) сш m= оо. 
Otra condición necesaria para que la función pertenezca al conjun- 
to A (Q) está indicada өп la siguiente afirmación. 
тковима 5, Si la función f(x) es medible y en casi todo punto 
HOLTER dme gj m m función. ираи, ein 


(e| et „ати, 

Je este modo, una función medible con módulo integrable es 
integrablo y, on particular (jel dominio Q es acotado!), es integrable 
cualquier futión medible acotada (es dei, [f (3) | consi в сш 
todo punto de Q). 

DEMOSTRACION De Teona s. Como la función f (2) es modi 
existo una sucesión fa (z), k = 1, 2, ..., de funciones in 
los (en realidad, incluso continuas en Q), que converge hacia / (2) 
casi siempre en 0. Una sucesión de funciones integrables fa ( 

max (— (z), min (fa (2), g (2))), k = 1,2, . . . también converge 
hacia f (2) on casi todo punto, y, además, posee la propiedad: 
ҮК (x) US g (2) en casi todo punto, k=1, 2, ... Entonces, la 
sucesión fi (z) + g (2). k = 1, 2, . .., se compone de fanciones по 
negativas en casi todo punto, converge hacia f + g en casi todo pun- 


to y para todo k | (fi + £) dz < 2 | gdz. Según el lema do Fatou, 


EEA. у, por lo tanto, también f € A (Q). El teorema está 
mostrado. 

7. Teorema de Lebesgue sobre el paso al límite bajo el signo de 
integral. Uno de los resultados más importantes de la teoría de 
intogración lebesguiana es el siguiente teorema de Lebosgue sobre 
la posibilidad de paso al límite bajo el signo de integral. 
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TromtwA t. (Teorema de Lebesgue). Si uma sucesión de fun- 
ciones medibles fa (а), k = 1, 2, .., converge сай siempre en Q 
hacia cierta función f (z), y en cost todo punto | f, 2) | < g (2). k = 
= 1, 2, . ... donde g (2) es integrable, entonces f (2) también cs inte- 


grable y 
Jim [teen ar | fas. ау 
E 


En virtud del teorema 5, las funciones f, (2), k = 1, 2, . 
fntegrobles. 

Consideremos Jas funciones medibles , (2) = sup (f (2) 
Y v.) m inf (2), #= 1, 2, ... Puesto que en cos todo punto 
1e,() |е (2) y Iv) I eG 2 las funciones q, (x) 
y El . amd, 2, son también integral Мәз, ф,(х){ f (2). 
%. @ шу en casi “lodo punto cuendo 32r o0; por to tanto, según 


el teorema de Levi. /()€A(Q) y {т-а [на 
Е 


son 


= [m Ahora, la igualdad 7 se desprende do las desigual- 


dades obvias v, (2) &c f, (x) ¥, (а) en casi todo punto, 41, 2,... 
El teorema está demostrado. 

La igualdad (7) puede no tener lugar, sí la 
mayorada por la función integrable. Por ejemplo. 
pt) PED (1L pep, km1, 2,..., en la que o, es ol área de 
la suporfició de una esfera uni un espacio dimension: 
dada en la bola Qo jz] < t), converge a cero casi siempre on 
pero | бе rrpp is cuando K+ oo. 


Del teorema de Lebesgue se deduce: 
тЁовЕмА 7. Supongamos que para cierto к;>0 la función 
dy) mnm (аһ... =a) EOC Ra, у = (у, Um) йс Rn, 
pertenece, para casi todos los z € Q, al espacio y para todos los 
vEfylal<s las funciones DS f (z, y) son medibles y| Dg f (z, y)| < 
< g (2) para casi todos los x € Ф, donde g (т) es una finción integrable 


en Q. Entonces, pe 0 dz cC (3. 
Empleando el teorema de Lebesgue es fácil demostrar que ol 


limito f(z) de una sucesión convergente fa(z), k=4,... 2, de 
Жашо Байыш сы ешрге es uma Тыбб medible. ЕГ 


ы] ss 


vament para cualquior k=1, 2,... la función g,(z)— 
A es medible y en casi tdo punto а (Jl1. Por so, 


según el teorema do Lebesgue, la función g(z)e- pp. que 
es el límite de la| sucesión ga (2), k=1, 2. .... convergente en 
casi todo punto] es integrable en el dominio (acotado) Q y, por lo 
tanto, es! medible. Por consiguiente, dado que |g(z)|se1 en cesi 
todo punto, será también medible la función 1e T ar 

8. Cambio de variables bajo el signo de Ja Integral. En lo que se 
ratiero al cambio de variables Independientes, la integral de Lebesgue 
se comporta de modo análogo a la de Riemann, 

Supongamos que la transformación 

у=у@ (ит и (а, m. beds n, — (8) 

continuamente diferenciable en el dominio Q. representa biunívoca- 
miento el dominio Q en el dominio 0". Mostremos primero que esta 
Transformación convierte un conjunto de medida nula en otro conjunto 
de medida nul. 

Efoctivamento, sea E, Æc Q, un conjunto de medida nulo. Puesto 
que lo unión de un número nomerable de conjuntos de medida nul 
os un conjunto do medida nul, será suficiente mostrar que, reali 
Tándoso la transformación (8), la imagen del conjunto Es = ЕП 
pura cualquier 6 > D slicentemente pequeño os un conjunto de 
medida mula 

Elijamos e > 0 de modo arbitrario. El conjunto Es puedo ser 
cubierto por un sistema numerable de cubos cuyo volumen sumario 
soa menor que e. Se puedo considerar que todos los cubos de este 
cubrimiento tienen diámetros menores que 8/2 у, por lo tam 
ellos pertenecen а Qays. Puesto que cualquier cubo do diás 
en esto sistema so convierto, al realizarse la transformación (f 
wn dominio de diámetro 2 < dVn max Ivy | = Cd, la imagen 


E 

del conjunto E, puede ser cubierta por un sistema numerable de 
cubos de volumen sumario menor que C" (У пў". La afirmación 
utin v Sup la transformación (8), contin 

"TEOREMA &, Supongamos т J, continuamente 
derencable en Q. representa. blunipocamente Q en el dominio O 
siendo el jacobiano J (z) distinto de cero en Q. Para que la función 
f(D pertenezca а A (07), es necesario y suficiente que la función 
dH (2) 14 (2) | pertenezca а А (0). En este caso 


[rd f FON (Iz. 
è * 
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La transformación inversa a (8) couvierto biunivocamente @' 
en Q, es continuamente diferenciable en Q” y tiene en Q’ un jacobiano 
diferente de cero. Por esta razón es suficiente demostrar el teorema 8 
sólo en una dirección. Aquí podemos limitarnos a considerar el caso 
en que la función f(y) € A, (0) y f(y) >0 en casi todo punto. 

'upongamos que / (у) no es negativa en casi todo punto y porte- 
тесе а А, (0) y sea fa бу), k — 1, 2, . . ., una sucesión de funciones 
de C(Q') cada una de las cuales considerarse no negativa, 
dy у) $f (v) en casi todo punto de 0? cuando k— оо, Analicemos la 


sucesión de funciones f (y) = f a (05 (kp (9), ke t, 2, Lo. 
ggrtimas on i a función (0 en asta sucesión estä definida en 
, col y os m 


ndo 0 < t« 1/2, es igual a 2t — 1 cuando 
1/2 < t< 1, y es igual a la unidad para £ > 1, miontras que p (y) 
istancia del punto y € Q' al contorno àQ'(p(y) € 


Es evidente que para cualquier en casi todo punto de 
CRU << (de lo cual se deduce que la sucosión 


fdy, kei, 2,... es acotada) y fi(y)t/() еп casi todo 
punto de Q cuando k=»00. Por consiguiento, 
Jin [inem [1004 
2 è 


Debido a la continuidad de las funciones /š(y) en Q' resulta 
que f) dro | fcn Msjide, ke, 2, ... Por osto, la 


función f (y (2) | J (2) |, que en casi todo wo de Q os ol limito 
de la sucesión f, (y (2) | J (2) |, k = 1, rim ^ ptite monó- 
tona no decreciente) de funciones en C (Q) con sucesión acotada do 
integrales, es integrable en Q y se cumple la igualdad (9). El teore- 
ma está demostrado. 

OBSERVACIÓN. Dol teorema 8 se deduce inmediatamente que sí en 
el dominio Q tienen lugar las desigualdades C, < | J (x) | < С, 
Er же rry my 1 mel la Күзү: necesa-- 

à y suficienta paca soa falograble on 

Son Íntegrablo on Q la función 7 (y (2). Ea aste caso son válidas Tas 
desigualdades 


© ironia олана, f Inia. (10) 
à 


9. Conjuntos medibles. Integrales extendidas a los conjuntos 
medibles. Examinemos un subconjunto Æ del dominio Q. La fan- 
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ción yx (2), igual a la unidad pora z € E y mula рага z € QE, lleva 
el nombre de función característica del conjunto E. 

El conjunto £ so llama medible, si es medible su función caracte- 
sísica. La medida del conjunto medible Е (mes E) so defino por la 
igualda 


mes E= | теб) a 
à 


(la integral en el segundo miembro tiene sentido debido al teorema 5), 

Si Q' es un subdominio del dominio 0, será medible, dado 
que Yo (2) e lim ta (2), donde Cs(s) es una función cortanto para 
el dominio O. En este caso mes Q= |Q" |- 

Los conjuntos de medida nula definidos en ol punto 1 son medi- 
bles y ellos, y sólo ellos, tienen modida igual a cero (según la defini- 
ción que acabamos do citar). Para demostrar osta afirmación, busta 
hacer uso del teorema 3, punto б. 

Si E es un subconjunto medible del dominio Q y f (z), una fan- 
ción integrable en Q. sogún la definición, vamos a considerar esta fun- 
ción integrable también on E, con la particularidad do que la integral 
on E la definiremos por la fórmula. 


f14 |н 


(la integral on el segundo miembro tiene sentido, como en ol caso 
anterior, en virtud del teorema 5). 

Siendo E un subdominio ( del dominio Q, las nuevas definicio- 
пез do la intograbilidad y de la integral en Q” no contradicon, natural- 
mente (lo que se comprucba con facilidad), las definiciones corrospon- 
dientes que fueron aceptadas antes (p. 4) inmediatamente para Q'. 

10. Continuidad absoluta de una integral. Llamamos continui- 
dad absoluta de la integral de Lebesgue a la siguiento propiedad. 

TEOREXA o. Supongamos que la función f (2) es integrable еп Q. 
En este caso, para cualquier € > 0 se puede indicar un 3 >0 tal 

ie para un conjunto medible arbitrario ES Q, mes E < б, se cumpla 
la desigualdad 


1р1 аз 


Será suficiente demostrar esto teorema para la fonción f (z) de 
А, (Q), con la particularidad de que la función citada podemos consi- 
derarla no negativa en casi todo punto. 

Tomemos arbitrariamente 2-0 y escojemos una función 
Je) EC (Q) de tal modo que f(7)>fe(7)>0 en casi todo punto 
от 
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de Q y que б< | лас | е0. Entonces, pe- 
а 


- edem | G— foede а= бер40, mes E, donde 
Mo max fela). Por esto, para que se cumpla la desigualdad (13) 


besta Tomar a titulo de 8 el número (2M). El teorema quda 
e ав des múltiples y relerad 
. Relación existente entre integrales mûl y reiteradas. 
Volvamos ahora al problema sobre la reducción de la integral múlti- 
ple do Lobesguo a las reiteradas y simultáneamente al problema do 
pormutación de integri 
Sea 0, un dominio 
my ten). y Q 
variablar y =h 
X Qn, pertoneci 
Ме (2, y). 9. 
толмо 19 ( Supongamos que la función 
f (æ. y) es integrable en Quas. En esto caso, f(z, y) es integrablo 
respocto a y € On, para casi todos los а € Qs. o integrable respecto à 


FEQ, para casi todos los yEQu; las funciones | f(x, y)dyy 


' Ym). En el dominio acotado Quas = Qu X 
espacio (m + n)-dimensional de Jas varia- 
emos la función 7 (2. 


J(z dz son integrablos respecto a EQ, y respecto à p On. 
respectivamente, y 


jen perum jj — 0m 
5 га 4 & 

Por supuesto, suficiente demostrar el teorema Fubini 
(véase el punto 9) para el caso en que Qh es nn cubo Ку = (| 2 | 
<ajimt,... п), Qu esoneubo K, = {| y] <a, dom 1, m) 
Y Опет es un cubo Ka, = (| zı | <a, igi | < a, (= fy ss hy 
jsi, . т), siendo siempre a > 0. Antes de w n ема 
demostraeión, demostromos la siguiente afirmación. 

JENA 4. Sea E un conjunto de medida nula (т + n)«dimensional 
dispuesto en Ken, y sean E, (т) y E, (y) sus secciones, m-dimensional 
y n-dimensional, respectivamente, de este conjunto por los planos z = 
жт e y = y. Para casi todos los 2 € Kn, el conjunto E, (2) tiene la 


medida nula m-dimensional y para casi todos los y € Ky el conjunto 
Е, 9 medida nula n-dimensional. 
virtud del lema 1 (p.1), el conjunto E puede ser cubierto рог 


ба sistema nomerable de cubos (cuyo volumen sumario es finito) de 
tal modo que cada uno de sus puntos pertenezca а un número 
infinito de cubos. En oste caso podemos considerar quo las aristas de 
los cubos son paralelas a los planos coordenados. Una serio compuesta 
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por las integrales de las funciones caracteristicas ya (z, y) de estos 

cubos converge. Ya que | ya (z, s) de dy = | de | xa dy, de 

acuerdo con el corolario de los teoremas (3) у (5) (punto 8j; una sorio 

de las integrales Ya (z. y) dy converge para casi todos los pun- 

tos т. Lo último significa que para casi todos los z ol conjunto 

Ey (z) resulta cubierto por un número mumerable de cubos m-dimen- 
in 


les de volumen sumario finito, con la particularidad de que 
infinito de cubos. 


cada punto del conjunto pertenece a un 
El lema está demostrado. 

Pasando a la demostración del teorema de Fubini, soñalemos ante 
todo que podemos leitarnos al caso en que f (z, И € А, (Kmen) 

(умен in киши de Мыш fe (ri FÊ, оа ê 
с (Ку) que fy (¥, y) 41 (z, y) casi siempre en Kn. Dosignemos 
SEE Sol A ode De tt nj- dimensional tal quo para 
todos los (х, y) € К+» N E la sucesión f, (т, y) convorge de manera 
monótona hacia / (т, 4). 

Según la dofinición d. 


Jem [numa $ henad $ jazdy 


км aen 


iral, рага k- oo 


De acuerdo con el teorema do Levi, la sucosión monótona de 

funciones Ру (а) = Û fu (z, y)dy, k = 1, 2, ..., pertenecientos 
x. 

a C (K,), converge casi siempre en K, hacia cierta función Р (z) 

integrable on K y 


[reum вёс) ладу. (45) 


Tomemos vn punto arbitrario 7 € Æ, en el cual la sucesión numé- 
rica Fa (2), k = 1, 2, . . ., converge hacia F (2) y el conjunto E, (z) 
(la intersección del conjunto Е con el plano z = ¥) tiene medida nula 
m-dimensional. En virtud del 
privados de estas propiedades, tiono 
sucesión fa, y). k= 1, ..., converge monótonamente 
f (&, y) para todos los y € Km N E, (ж) (por lo tanto, on casi todo 


punto de Kp). El teorema de Levi afirma que f, y) € A (Kn) 
y, cuando Ё оо, 


f hE ndt je йй. ав) 
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Por consiguiente, las funciones | f (z, у) dy y F (а) coinciden casi 


siempre en К. El teorema queda demostrado. 

En lo sucasivo emplearemos con frecuencia la siguiente afirma- 
ción que se deduce del teorema de Fubini. 

conoLamo. St la función f (z, y), no negativa en casi todo punto, es 
medible en „у y en (14) existe una de las integrales relteradas (es 
decir, por ejemplo, que para casi todos los x la función f (z, y) es inte- 


grable respecto a y, mientras que la función | dy es integrable respec- 


lo a x), entonces la función f(x, y) es integrable en Фуа у, consecuen- 
ЧУ, existe la segunda integral reiterada y tiene lugar la igual» 

Para demostror esta afirmación es suficiente comprobar que 
165 Y AQ men); La sucesión Ja (z; y) = min (f (as Y, B. k = 
= 1,2, .. poseo las siguientes propiedades: fa (т, y) f / (2, 4) en 
casi todo punto do Owens 


A^ (e, ае uf JU etre] ej 14 


teorema de Fubini 
cotada y, por consi- 


(aquí, la igualdad está escrita basándonos 
aplicado a 1e función /a (2, Y) ques medi 
guiente, integrable en Qus. La pertenencia do la función f (z, y) 
а А (Queen) зо deduce, seguidamente, del teorema do Levi. 

12. Integrales de tipo potencial. Sea p(z) una función medible 

acotada en casí todo punto de 0, |p(z)|« М casí siempre. 
En esta caso para todo rcf, está definida Ta función u (2) m 
= f LH, асл, lamada integral de tipo potencial, 

° 


Mostremos que u (2) € C (H,). Esto os obvio рага а < 0. Supon- 
mos ahora que a > 0. Notemos ante todo que para cualasquíera 
puntos 2? y z, como también рага cualquier б > 0, se verifica la 
desigualdad 


|< 


Cada E اع‎ 0n 
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Fijemos 2? y tomemos arbitrariamente €> 0. Como para «>0 
y 25229, tenemos: 


1 
мани nsn ETE 
y, como 

mes ((Iz—y] 602—719 = 


mes (|20128) 1010—0160), 


ur I 


entonces 
| > dj 
۴ا یری“ ۶۴ا مرو‎ 
Por ello. 
^ - 
"f ete et, T, ens 


Por consiguiente, se puede hallar (y fijar) tal 8 > 0, que ol primer. 
sumando en el segundo miembro (17) sea < e/2. 


i i 
Va función F(z, y) T Tor 
en el conjunto cerrado Q= (|2015. YE TNA 
20) yi) |, 0. Por oso, puede encontrarse tal y, 0< n< 
<$ que F(z, a) < ggr cundo [zs < para todos los 
EGN (y—2P1>0). 
Mig RN 
indo mi t 
cuando le zl cn, ser válida 
es decir, Ja función и (2) es continua. 


Sea n—a>1. Mostremos que en esto caso и (з) es continua- 
mente diferenciablo en А, y que 


sm fot (т) v= | or rs tv. 
[T 

razonando de manera análoga a la expuesta más м TT 
Sis 26, ailes ена 


“®-е} ot M ied, 


[ET 


EN 


1 segundo do del 
2/2. De este modo, 
igualdad Ju (2) —u (2) | < e: 
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son contiauas en Ma. Luego, de acuerdo con el teorema de Fubini, 
тага cualquier 1, t= 


poala 


Por eso, 
шб) = u (, it 


La afirmación queda demostrada. 

Del mismo modo se establece que si n — а > s, dondo s es un 
húmero entero, u (x) tione derivadas continuas de un orden hasta $ 
inclusivo y para cualquier а = (а... aa), а (<a, 


Dala) feon En 


Observemos quo la función 
slo Pau de, 


Mamada potencial logarítmica, os (n — 1) veces continuamente dife- 
renciablo en R, y para cualquier а, [а | & n — 1, 


D*w (2) | 0) DE in| — yl dy. 
4 


13. Integral de Lebesgue de las funciones de valores complejos. 
Supongamos que la función f (s), definida en el dominio 0, es de 
valores complejos 

148) = Re f (а) + tim f (2). 


La función f (2) se denomina medible еп Q, si son medibles en Q 
las funciones Re f e Im f. La función f (2) so llama integrable en 0, 
si son integrables еп Q las funciones Re / e Im f. En esto caso la inte- 
gral do la función / (2) se define por la igualdad 


шр puni‏ ا 
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Sabemos que $ (| Re f | + 11ш/ D &1/1<1Ве/1+11а/} 
x ello, para que la función medible f (z) sea integrablo, es necesario 
suficiente que sea integrable la función | (2) 
14. Integral de Lebesgue en una superficie (n. — 1) dimensional 
Sea S una supecticio (n — I)-dimensional (de la clase C*) y sea $, 
s Di el cubrimiento dela superfici 3 con trazos simple, 
Ü, Sm (véase ol cap. 1, Introducción). Cada trozo simplo so 
describe por la ecuación 


ap Фе, <<<, pas Зра _ 

[TM (0) (18) 
рь es una proyección Sm en el plano de coordenadas zp = 0, 
12 p= p (m) © п, y representa un dominio (n — 1)-dimonsional 
con contorno de la clase C'). 

Con ayuda de la fórmula (18) se establece una correspondencia. 
biunivoca entre los puntos (zi + ., туз, Zp+1s - + ++ Za) del conjunto 
Dm y los puntos (ays - - - Spa 1L.) pertenecientes, а 3, 
a cada; punto (д. >>>» Lp yas Apo ++ Жа}, 

Zn) € S, se lo pone еп correspondencia el punto (21, 
p-1» ptr +- Жа) € Dm (su proyección sobre el plano 


Supongamos que para m, m= f, <. N, Sm contiono ol 
conjunto Æ. Designemos con $ la preis n de E que pertenece a D m 
рага esta representación. Diremos que Æ os un conjunto de medida 
2 la si & es un conjunto de la medida nula (n — 1)- 

limonsional. 

El conjunto E, pertenociente a S, se denomina conjunto de medida 
nula superficial, si cada uno de los conjuntos E f] Sm, m. 
М, ез un conjunto de medida nula superfic 

Es fácil mostrar quo la propiedad del conjunto E с: $ de ser соп- 
Junto de las superficies de medida m 
al cubs ito S, Sy de la superficie $. 

El concepto de junto de medida nula permite (an&logamente 
al caso del dominio n-dimensional, véanse pp. 1—4) introducir ol 
Concepto de convergencia on casi todo punto en S y otro, relacionado 
con este último, de una función medible en 5 е integrable en esta 
superficie según 

Una función dada en 5 se llama medible (en 5), si en casi todo 
punto x 5 es el límite de la sucesión convergente de funciones 
de С (S). 

Diremos que una función de valores reales f (z) pertenece a la 
clase A, (S), si casi siempre en Ses el limite de una sucesión monóto- 
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па no decreciento y convergente fa (з), k = 3, 2, . .., de funciones 
continuas en 3 con una sucesión acotada de integrales superficiales. 
(según Riemann): 


AMAS <C. Rm, 2,... - Una integral special. (on 
Lobesguo) de la función f(x) de la clase A,(S) se determina 
rete шша [riso [ts in [146 


Una función de valores reales f (2) dada en S, se llama integrable 
según Lebesguo en S, si puedo ser ropresentada en la forma 


Ма) а), 


donde f y f" son funciones de A, (S); con ello, la integral de Lebesgue 
de la función f respecto а S se define por la fórmula 


pras- bra fro. 


Sen / una función di 0 S, y sea ‚ Sy cierto cubrimion- 

to de la superficie 5 con trozos simples. Designemos mediante 
Sec Bp rer теза) la >=” = (роо 
Бунт Spots Ba Fp ortan ©» or ne) Ue ld 
m D. 
Mosiremos que la función es medible cuando, y sólo cuando, son. 
medibles todas las funciones f^, т = 1, . . ., N; la función | es integra- 
ble en $ cuando, y sólo cuando, es integrable en Dm, m = 1, . . ., N, 
cada una de las funciones f", slendo en este caso 


|в-$ YVES in o- depu 


dps de, (10) 


donde Dj = Dy, y Di es una proyección de S, N TÛ} S, sobre el pla- 


"Тылын (qiia) e ovid medi 
es le (integrable), es evidente que es НЫ (integra 
Wo) ad uoa de a тише үл =з, “А 
Aun qua al ма ары velis li ana fH, m = 
=i, ++ N, será también [e] la función f (an&logamente se 
adici эгилди acerca de I propiedad de sw edible); conside- 
raremos, además (lo que no resta. 2 rte de razonamientos), 
que f* € A, (Dm) y f" > 0 casi siempre en Da, m =1,...‚ N. 
Vut Аша, LL AAA 
no decreciente ff, k = 1,2, „ de funciones no negativas de C (m) 
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y medianto Ў, una función continua en Da, que es nula en Du Dan 
V igual en бе a la función fft (sra x), donde E (1) = Û cuando 
0c tc d Eo = 26 — eundo g < t 1, (9 = Leundot > 1 
mientras que Ym,» es la distancia del punto (2, .. Epemi 
Spots: » о) € Dina al contorno de Dan. Es ovilente que para 
cualquier m, m = 1, . . , N, la sucesión JE, k = 1, 2, . . ., converge. 
hacia la función / sin decrecer de manera monólona en casi todo 
punto de D, 

Definemos la función 
continua en S, de la m 


N k= 1,2,..., que os 


para 2ESm 
para #ESNSn 70 m0; 
М 
y se fam Û TF. km1, ®..... Está claro quo coda una de las 
funciones Ja, k=4, 2 .... es continua en 3 y 


[ras 3 [55-3 jrs- 


x 
- ij КҮГЕ Eds... dimos dE pomos <. den m 


" 
-5 i SN A A dm. (20) 


Además, fa } f en casi todo ponto de S, cuando k> co. En 
virtud de la integrabilidad en Da de la función /"V IX IVWA[ 
mt N, de (20) se desprende quo la sucesión ja ds, 
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k=4, 2, .... es acotada. Por lo tanto, la función f os integrable 
LS, Pando en le igualdad (20) a liit ума kem a 

De lo demostrado se deduce inmediatamente que todas las pro» 
piodados establecidas arriba para ol dominio n-dimensional son váli- 
das también para las funciones medibles e integrables en 5. 


$ 2. Espacios lineales normados. 
Espacio de Hilbert 


3) (e edo efe 
9 e FI m d eh. 
1) (ee) 1 = e (i. 
ife 
para cualesquiera f, fps ..., ES y cualesquiera números roalos 
(complejos) €, e1. ... 
En dependencia de por qué números, reales o complojos, se per- 
miten multiplicar los elementos del espacio F, este último so llama 
espacio lineal real o complejo. Para concretar, consideraremos on oste 
D rip sólo el caso de espacios lineales complejos. Las definiciones. 
y los resultados correspondientes se extienden sin difieultados algu- 
mas al caso de espacios lineales reale 
Un subconjunto de espacio lineal $, que por sí mismo os espacio 
жеө ا س‎ lineal ne #. 


tendida sobre los elementos fy, k = 1,2,...1® 
fm de F se denominan linealmente independientes, 
ӘЛ А... ufa = 0 ез sólo posible para c, = 
= сы == 0; on el сазо contrario fi. linealmente 
entes, Un conjunto infinito de el рег 
Mama linealmente independiente, si cualquiera de sus subconjuntos 
finitos es linealmento independiente. 

Una variedad lineal es de dimensión finita (n-dimensional), cuando 
en ella existen п elementos indopendientes y la acumulación de 
cualesquiera n + 1 elemontos suyos es linealmente dependiente. 


$ 2 ESPACIOS LINEALES NORMADOS з 


Una variedad lineal tendida sobre los elementos linealmente 
independientes fj, = 1,.- ‚п, do F es n-dimensional. 

Una variedad lineal so llamará de dimensión infinita, si podemos 
hallar en ella un subconjunto linealmente independiente que conste 
de un número infinito de elementos. 

2. Espacios lineales normados. Un espacio lineal Ӯ se denomina 
normado, si a cada uno de sus elementos o le puede poner en corros- 
pondencia el námero real | / li = 15 (norma f), con la particula- 
ridad de que esta correspondencia tenga las siguientes propiedade 

a) = le LIT. para с complejo y 1€% arbitrari 

Ala MS АБ, para cualesquiera f € F, 7 

4, 2 (desigualdad triangular), 

©) 7:20, siendo if == O sólo para f = o. 

n el espacio lineal normado se puede del 
distancia Il fı — 1, I entre dos elementos fi y fa Y 
el de convergencia. 

Та sucesión fu, m = 1, 2, ..., de elementos de F se Пата 
fundamental, si VJ — fa Й-> 0 cuando k, me о. 

Lo sucesión fm» m = 1, 2, ..., de elementos de Ў se llama 
convergente hacio } EF Un] cuando m+ oo, 0 lim fm = 


= 0, ч Mn — f 10 cuando m- co. 

Una sucesión no puedo converger hacia dos elementos distintos, 
¡esto que si ||fm — 711-0 y П fu — gil 0, cuando т 
entonces || f — н + fn — f ll Um flc 

h 1—0 cuando т = oo, es decir, |/— g | = 0, de 


N |1 Il (continuidad de la norma). 
in desigualdad triangular || fm |< 
XM. INNA y MINS Nfa — fli + lif 1. Рог ello, 
Dia А Nfa — [i-e O cuando m + о. 

Si una sucesión es convergonto (fn — f). también es fundamental, 
puesto que 


en virtud de 


Me fae PAI fel MA ЫЗЫ 
+0 cuando k, т oo. 
La ción contraria, en el caso general, no tiene lugar. 
El espacio lineal normado se Пата completo, si para toda sucesión 
fundamental de sus elementos se puedo hallar un elemento de esto 
espacio hacia el cual la sucesión converge. 
X ү lineal normado completo В se denomina espacio de 
Una variedad lineal en el espacio de Banach В que es complota 
en la norma de В (y, consecuentemente, es de por sí un espacio de 
Banach de la misma norma) so llama subespacio del espacio В. La 


sobre un número finito de olemontos де В 
es un subespacio del espacio В. z 

Sea o una variedad lineal en B. El conjunto oF obtenido como 
resultado de la adición а of de los elementos límites de todas las 
sucesiones fundamentales de elementos pertenecientes a of (en el 
espacio B toda sucesión fundamental tiene un elemento limite) se 
Mama adherencia (en B) de la variedad &f. 

Es evidente que la adherencia oF de la variedad lineal of es una 
variedad lineal. Mostremos que es completa. Sca fa, Ё = 1, 2, 
una sucesión fundamental arbitraria de elementos de dF, y ов | — 
= Jim fi. Cerciorémonos de que / € f. De la definición de әй so 


deduce que para cualquier k = 1, 2, . . . existo un elemento f; € o4 
tal que j| fi — f, ll < tk. Por esto; 

MIA =) — fh И ПУ — fal Mee O 
cuando Ё—= co, es decir, f = lim Л. Lo último procisamento 


significa quo fE. 
Así pues. la adherencia de una variedad lineal en B es un subespacio, 
La adherencia de una variedad lineal tendida sobre los elementos 
fi k = 1, 2. ..... во llama subespacio tendido sobre los elementos indi- 
cados. 


El conjunto эё” — В se llama acotado, si existe una constan- 
te C tal que lf Jl < C para todo f € o”. 

El conjunto of” С. В se Hama siempre denso en B, si para cualquier 
elemento f € B'existe una sucosión fa, k = 1,2, ..-., de elemen- 
tos do” convergente hacia /. El espacio de Banach Æ se denomina 
separable, si existo en él un conjunto numerable siempre denso. 

3, Producto escalar. Espacio do Hilbert. Diremos que en el espa- 
cio lineal H se ha introducido un producto escalar, si a cada par de 
clementos hy, А, € H se le ha puesto en correspondencia un número 
complejo (hy, Ai) (producto escalar de estos elementos) y que esta 
correspondencia tiene las siguientes propiedades 

э) (hı, Ma) = (йу, h) (on particular, (h, A) es un número real), 
Б) (hy + ha, №) = (hss А) (has №), 


€) e (ch, hy) = ı Az), para todo с complejo, 
d) (h, A) > O, siendo (h, A) = O sôlo pora A o. 
Enunciomos la siguiente importante desigualdad de Buniakovski: 
1%. ha) P S (hs, Ad hs o M 
que se verifica para cualesquiera h, y А, do A. La desigualdad (1) 


se muestra a las claras, cuando A, Беа ha # о. Siendo г arbitra- 
rio y complojo, 0 (ЖЬ, №310) (has А) 44 (fas Ja) +E (ha, ha)+ 
Ha). Si tee esta desigualdad toma la forma 


(hh) АР 230, que es equivalente а (1). 
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El producto oscalar engendra en el espacio H la norma |А = 
= Y (h, h). Para la norma introducida de esta manera las propied: 
des в) y c) son evidentes. Con el fin de demostrar la propiedad b) (d 
gualdad triangular) emplearemos la desigualdad de Buniakovski 


TS 
A НЫР = IS 

Un espacio lineal continente on producto escalar, completo en Ja 
norma engendrada por el mencionado producto (es decir, que ol espa- 
cio es de Banach en dicha norma), se llama espacio de Hilbert. 

A la par con la convergencia (según la norma) resulta cómodo 
introducir en el espacio do Hilbert otro tipo de convergencia, La 
sucesión ha, m = 1,2, . . ., de H so denomina débilmente convergente 
hacia el elemento À € H, 3i lim (ha, J) = (h, /) para cualquier 


elemento f € A. 

Mostramos que la sucesión no puedo converger débilmento hacia 
distintos olomentos de У. Supongamos que existen dos olomentos 
hy M ЄЙ, para los cuales dm Pier m Qe Y lim фый = 


=, f, cualquiera que sex 7 € A. Entonces, para cada / € H s 
one (А-А, f) = 0, en particular, cuando J = h — h’, tenemos 
WS АСЮ) m бе decir, A = A”. 
1a, sucesión An € H. 
още E ambién débilmente convergen 
10. DO Т-А ЛТА = MEET 
lom -» eo. 

4. Formas bilineales hermitianas y productos escalares equiva- 
lentes. Diremos que en el espacio de Hilbert Л está definida una 
forma bilineal hermetiana W, si а cada par de elomontos h y h, de 
H se lo ha puesto en corsospondoncia un número complejo 
d a ondaa entes propiedad 


a) W (n OE s LOS h), 


3) W (di, 

©) W (hy Ma) = КАТА A) 
para д, №, ha € И arbitrarios y c complejo y arbitrario, 

So ¡lama forma cuadrática de la forma bilineal hermitiana W (hy, 
Ag a función W (А.Ю) definida en Г. De la propiedad c) so desprendo 
qc la forma cuadrática dela forma bilieal hermitiana es de valores 
reales, 

A título de ejemplo de la forma bilineal hermitiana dada en A 
sirve el producto escalar. La forma cuadrática correspondiente a esta 
forma bilineal es el cuadrado do la norma engendrada por el producto 
escalar. 

Si la forma cuadrática de cierta forma bilineal hermitiana posee 
la propiodad de que УУ (h, A) =O para todo à EM y W (h, h) = 0 
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sólo cuendo A = o, entonces la forma bilineal W Q mode con- 
eea кершш кар? 

La norma (nueva) correspondiente se definirá en este caso por la 
igualdad ПА If = VW Qi. 

La norma || f se denomina equivalente a la norma [| |, si existen 
tales constantes С,2> 0 y С, > 0 quo para үзе? elemento 
ЕДИК SG бА, ЙА © C, Uh W. Los produet 
tos (,) y ()' se aman equivalentes, sí son equivalentes. 
engendradas por ellos. 

Si la norma || ||' es equivalente a la norma || il, el conjunto H será 
p icio de Hilbert (es decir, completo) también en el producto esca- 
lar 


ESpougames que una sucesión de. elementos 
мй = 1,2, es fundamental según la norma |: ll ha — 
ЕР hls Cy ln — 
А, 1а sucesión citada os fun 7 n 
Como JT es wn espacio completo en la norm 
K € H hacia el cual converge en esta norma la sucesión en considera- 
ción: IM — AlO para k> co, Dado quo |, — Aly ec 
© C, IAs — А ll la sucesión es también convergento hacia А on la 
norma || |Y. La afirmación queda demostra: 

5. Ortogonalidad. Sistemas orlonormales. Los  elemontos 
3g зе llaman ortogonales (hy 1L Rs). si Ur) = O. Un elom 
do Ñ so Mama ortogonal al conjunto H’ = H, si (s) = O para todos 
los W ЄЛ". Dos conjuntos H" y Й” de H se Патап ortogonales 
(W L H^). si (w, A) == O para cualesquiera A’ € A, A ЄЙ", 

SUR € A ө ortogonal al conjunta A” нере dena 
ces =; En acto, son i, Р = 1, 2, ча себп de lemen 


y 
lhas A) 0 para todo R >> 1 y la convergencia (ы, A) — ПА os 
tonces | Je == 0, es docir, A = o. 
do А € во denomina normado, si | A I = 1. Un con 
junto HH se 1 va, si todos sus 
elementos son normados y ortogonales 
normal es, claro está, linoslmente independi 
Un conjunto numerablo (о finito) de clementos. inelmete indo- 
редите Ay, Ê = d, 2, ide transformarse on un conjunto 
типта (o finito) ortonormal de la manera siguiente (método de 
Gram — Schmidt): 


P үрү 
^T yAP' аттатат" 
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(en virtud de la suposición de que el conjunto ha, k = 1, 2, . . ., es. 
linealmente “independiente para todo п >2, ha — (hn, 8) 0 — 


зб, ева +0. 

l Series de Fourier según un sistema ortonormal arbitrario. 
Soa f un elemento arbitrario de H y sea 4. e». -. cierto sistema 
numerable ortonormal on H (si ol espacio AF cs de dimensión finita, 
se debe tomar un sistema ortonormal formado por un número finito 
do elementos). Designemos por Hg el subconjunto tendido sobre los 
elementos €, : .., ey para cierto p > 1 y hallemos en Hy un elemento 
más próximo (en la norma del espacio 47) al elemento /. Puesto que 
para ciertos constantes ер, -. су un elemento arbitrario de Hp 
Пепе la forma 


ie el problema se reduce а la búsqueda de tales números 

Wee Cp pora los cuales alcanza su mínimo la magnitud 

ан eem Yer l- 
Introduzeamos los números / (f, у). А 


coeficientes de Fourier del elemento у según ol 
Puesto que 


Bins etm U- f eer, 1= Hee) 


2, ..., llamados. 
istema а, е. 


aure- Š eh- Да бев 


= Диев Entrer 


la magnitud Sh, (f; ci ..., ер) alcanza el mínimo sólo cuando 
erre ral, i.c. р, Y osto minimo (designémoslo mediante Sh, (/) 


os igual a ЛР Sint 


а, деше Sit. 


Do esto, modo, dado f, para todos los €, . . ., су, tiene Jugar la 
desigualdad 


lr- Seti red, 


que oxpresa la propiedad minima de los coeficientes de Fourier, con 
articularidad de que la igualdad se logra sólo cuando e, = 
E 2% 
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Designemos con / el único clemento quo en ol subespacio Hp es 
más próximo a f 


P= Dler 
En este caso 
M-P Sh (A. 

BU elemento f те Iama proyección del elemento f en el эое 
7 

De la өсшейда (2) so deduce pue para cualquier elemento f€ H 
y cualquier pz» tenemos PILIS Esto significa que la 
sorio numérica Sy |f, P converge y tiono lugar la desigualdad de 
Bessel n 


Eres 


tema і. Sea fa, Km1, 2, ..., una sucesión de números complejos 
y sea en, kmt, 2, .... un sistema ortonormal en Н. Para gue la 


serie X he sea convergente en la norma de H, es necesario y 


suficiente que la serte numérica S |}, soa convergente. 
Sen Spm Хуе wes suma parcial de la sorio Ў, fre Para 
p> q tenemos la igualdad TS de la 


ual so desprende que la convergencia do la serio 3] 17, ев necesaria 
y suficiente para que sea fundamental la sucesión de sumas parciales 
de la sorio y, por este motivo, a causa de sor el espacio H comploto, 
para la convergencia de esta serie. El lema está demostrado, 
Sen f un elemento arbitrario de /f y sean fa, k = 1, 2, 
goeliclentes de Fourier según el sistema ortonormal 
n.. La serie 


PLE 
gp denomina serio de Fourier del elemento f según el sistema ey, 
De la desigualdad de Bessel y del lema 1 se infiere 
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зама 2, La serie de Fourier de un elemento arbitrario f € Н según 
wn sistema ortonormal arbitrario converge en la norma del espacio H. 

El lema 2 afirma la existencia del elemento 7 € Н, hacia el cual 
converge la serie de Fourier del elemento f. Naturalmento, surge una 
pregunta: éserá válida la igualdad 7 = f para todos los f € H? 

En el caso general, si no se hacen ningunas suposiciones adiciona- 
les respocto al sistem а ep - a excepeión de que ssa ortonormal, 
la respuesta а esta pregunto será negativa. 

ortonormal. De (2) se deduce que a medida quo crece 
la magnitud 8}, (f) sólo puedo disminuir, cualquiera que sea f € Af. 
Por eso, a prior? pueden presentarse dos casos; 

a) para todos los / € Йб), (f) -> 0 cuando р— ço, 

b) existe un elemento f CH tal que para él 51) 060 
cuando p co. 

En ol caso a), debido a la igualdad (3), para todo / € H tiene lugar. 
la correlación 


17m Ў м 


o, lo que es lo mismo, la igualdad 


Esa i 


ез decir, on el caso a) la serio do Fourior de cualquier elemento / con- 
vorgo (en la métrica de М) hacia f. Además, para todo f € ЇЇ tiene. 
lugar la igualdad 


TAS 6) 


denominada igualdad de Parseval—Stekloo, y otra igualdad 


(5% 
que enerslisa (5) y es válida para cualesquiera elementos f y g 


La igualdad (5) se desprende do (2). Demostrernos la igualdad (57). 
Ante todo indiquemos que la serie en ol segundo miembro es absolu- 
tamente convorgente, pnesto quo el término común de la serio es 
mayorado por el término común de la serie convergente: | figs | < 
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«РОЛ Las Р). Luego, en virtud de (4) 


[21 im ($ ha. = 
iim Ў һи = Ша È ha = San. 
mA A у 


Lo que se trataba de establecer. 

En ol caso b) existo un elemento f € H tal que la serio de Fourier 
де éste converge (de acuerdo con el lema 2 del punto anterior) hacia 
bl elemento” s f, es decir, el elemento h = f — 7 + 0. Do este modo, 


t-r ло. 
donde h se о y h es ortogonal al subespacio tendido sobre el sistema 


Volvamos ahora otra vez al caso а) el cual, naturalmente, será 
para, nosotros de mayor interés. 

Un sistema numorablo ortonormal е. es... se llama base 
completa о bion 'ortonormal del espacio J, &i cualquier elemento 
T E H puede sor desarrollado en la sorie de Fourier (4) según esto sis- 
lema. 

De lo demostrado anteriormente se deduce la validez de la siguien- 
te afirmación, 

Lewa 3. Para que el sistema ortonormal €. e, ... sea base orto. 
normal de H, es necesario y suficiente que para todo elemento | € H 
tenga lugar la igualdad de Parseval — Steklov (5). o para dos elementos f 
Y £ cualesquiera de H tenga lugar la igualdad (57). 

LEMA 47 Para que el sistema oríontrmal ey, еу... . sea base orto. 
normal del espacio H, es necesario y suficiente que una variedad lineal 
tendida sobre el nstema sea un conjunto siempre denso en H. 

es una baso ortonormal on Я, entonces en 

nto f € H es aproximado con cualquior gra- 

do de precisión por sumas parciales de su serie de Fourier que son 

cgmmbinacionos Yesles де ete sistema. La necesidad quedo asf osta- 
lecid 

Demostremos la suficiencia. Sea f un olemento arbitrario do Р 
Pra э > 0 айги Mallas el nénem pep (e) y los números 
» (5) tales qu 


u- à (е [|<е. En virtud de la propiedad mínima de los 
coeficientes de Fourier 


М-З 5 awale 
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de donde se deduce la posibilidad de desarrolla f en la serie do Pou- 
rier (4). 

Адама 1. En el espacio separable de Hilbert ese una base orto- 
normal. 


5 un conjunto numerable siempre denso en Af. Designemos 
por, el primer elemento M (h, = V. = Ат = 0) de esto con. 
junto distinto de cero, y mediante Ay, el primor elemento del conjunto 
аа, hivta» » >=» que junto con A forma un par de elementos li- 
Iependienies, etc. El sistema numeroble (o finito) ly: 
Je... es Пава венно ndependiento y las combioncionts linces (a+ 
fémenios de este sistema son siempre densos en H. Transformemos 
ol sistema Ay, ha, . -- (p. 5) en un sistema numerable ortonormal de^ 
elementos ‚ cuyas combinaciones lineales son también: 
siempre densas en Hi. De acuerdo con el lema 4, este sistema es una 
base ortonormal del espacio A. El teorema 1 está demostrado. 


$ 3. Operadores lineales. 
Conjuntos compactos. 
Operadores totalmente continuos. 


1. Operadores. Funelonales. Sean B, y B, espacios do Banach 
у sea B un conjunto ubicado en B,. Diremos quo en B; está definido. 
«1 operador A (operador A de B, en By), si a todo elemento f € B; ко 
le ha puesto en correspondencia algún elemento g € B, ; = Af. 
El conjunto B; se denomina campo de definición Da, Da = 
del operador A у el conjunto de elementos del tipo A para | € Das 
campo de sus valores Ra С Bs. 

El operador А recibe el nombre de funcional, si el espacio В, ов 
wu conjunto de números complejos (por norma en oste último se toma 
el módulo del número complejo). Comúnmente, las funcionales se 
desiguan con letra 1. 

Los operadores más sencillos son: el operador O, nulo, y (cuando 
В, = В.) 1, unitario, determinados de la manera siguiente: Of = o 
рига todo / € Do, II = f рага todo f € Dy. 

Un operador A se denomina continuo en el elemento f € Da, si 
toda sucesión fa, k == 1, 2, . . .. de elementos de Da, convergente en 
la norma de B, hacia /, es transformada por él en la sucesión Ja, 
k= 1.2, ..... queen la norma de B, converge hacia Af. Un operador 
А se Паша continuo en el conjunto E Œ D, (en particular, en Da), 
si es continuo en todo elemento f € E. El operador А continuo on 
Da, lo llamaremos continuo. 

Un operador A so denomina lineal, cuendo DA es una variedad 
lineal y A (ай + cafa) = Af. + суА], para todo elemento ў, € Da 
y todo número e, i = 1, 2. 
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El operador linesl A pone en correspondencia el elemento nulo 
del espacio B, con el elemento nulo del espacio y, ya que 
Ao = A (0-f) = Af = 0 
(f es un elemento arbitrario de DJ. 
Para que el operador lineal A sea continuo, es necesario y suficiente 
po den enel elemento malo (o, e pora, coniu emen d 


a necesidad de Y afirmación es evidente. Demostremos la snti- 
ciencia. Sea fa, k = 1, 2, ..., una sucesión de elementos de Da 
que converge hacia f € Da. Como ga = fa — f, k 1, 2, es 
una sucesión de olementos de Da, convergente bacia сего, Aga — 0 
evando k — oo. Esto implica que Af, — 4/ cuando k — оо, La afit- 
КҮШ 

Supongamos que A,» 1 = 1, 2, son opsradorer lineales de В, en 
By, Da, Das, y сү. (o1, 2, ciortos números. Definamos el ope- 
todor A cA, kes, de la manera siguiente: para todo /€D, = 
Das AT 2o A t eli. El operador A es también lineal 

АМ pues, «n ol conjunto de operadores lineales con campo de 
ами comin están atrodocidar lar operacionos de adición y 
mliplieación por números complejo. No es diffe convencerte do 
que ct conjunto forma un espacio lineal. 

El aparador lineal A зе denomina acotado, si existe una cous- 
tanto OSO tal que {АЛ CI Lo pora todo JE Da, o, lo que 
ius = ТАЛЬ С para aquellos /€D, con los que 
itn ct 

La cola inferior exacta de los valores de la constante С se llama. 
norma del operador A y se designa mediante А |. 


Mostremos que. 
Лаг, 
ПАП взр Тл wA ШИА 0 

at 


Designemos con a la expresión sup || A7 lo /1/ Iim- 


Cor todo FED; NAS hos. la, <a, entone 4 le 
кейш к de [EPMA АД, n. t dS 
superior exacta, cualquiera que sea € 2> 0, existe un elemento /,Є 
€. EE el cual | АУ, Шә, fella, 2 —5. Esto significa que 


Br m todo е320, es deir. ДАЙ. Así pues. 
Ala. 

jm particular, sí el operador A es una funcional lineal acotada, 
Ac, su norma өз 


a mp OU 


mnm 


5 э. OPERADORES LINEALES. CONJUNTOS COMPACTOS s 


Observemos que un conjunto de operadores lineales acotados con 
el campo de definición común es una variedad lineal en el conjunto 
do todos Jos operadores lineales con el mismo campo de definición. 
La norma introducida del operador lineal acotado satisface todos los 
axiomas de la norma. Es facil mostrar que esto espacio normado es 
completo (es decir, e el espacio de Banach). 

na relación entre los conceptos de continuidad y acotación para 
los operadores lineales se releva por la siguiente afirmación. 

Para que un operador lineal A sea continuo, es necesario y suficiente 
que sea acotado. 

зопашчал. Su que una sucesión fa, keel, 2, 
D, converge (en Bj) bacia JE DA. Como 


ПА — Af llos = А (a — lla | А o i + 0 


cuando ke co, resulta que en ПАР Af cuando F> oo. 

necesan. Supongamos que el operador А no es acotado; en este 
caso existo una sucesión fi, km 1. 2,.... de elementos de Da, 
pora la cual ] Afi ln >k Pero esto contradice a la conti- 
nuidad del operador Д, puesto que la sucesión fa~ ДЕЦИ 


do 


kel, teneciente а Da. tiende en B, а cero, mien 
que la Ala kmt 2, <... то puede tender а Aos o, 
porque Afa limt. 


Un operador lineal acotado A con el campo de definición Da, 
siempre denso Siempre podemos considerarlo prefijado en Lodo 
el By, detiniéndolo adicionalmente en B, N D4 del modo siguiente. 
Sea / cualquier elemento de B, s Da у sea Jas Ё = 1, 2, . ., una su- 
cesión do elementos de Da que on la norma de D; converge hacia 
7 (Da es siempre donso en 7). Como el operador А os acotado, la 
sucesión Afa, k = 1, 2, .. ., de elementos de В, es fundamental 
en Ву. Siendo Ba completo, la sucesión Afa, k = 1, 2, . .., tiono 
Tímit en Bg. Mostremos que osto límite no depende do cómo 3» eligo 
la sucesión fa, Ё = 1, 2, ... Efectivamente, sea fi, k = 1, 2. 
alguna otra sucesión de Da, convergente hacia f. Entonces, [Afi — 
— Ah llo = WA Ui — fh) = ПА Y NG fa lin 0 
do k> оо. Por consiguiente, сї limite sólo depende do] elemento f. 
Tomémoslo por el valor Ау del operador А en cl elemento f. La am- 
pliación obtenida del operador, llamada ampliación según la coninui- 
dad, ев un operador lineal acotado, dado en todo ol By. 

Si A, y Ау son operadores lineales para los cuales Ra, C Бл, 
el operador lineal 4,4, en Da, con un campo de valoros en H4, 
se determina así: 4,4; = А, (Ag). Si А, y Ay Son operadores acot 
dos, A,4 es también acotado y 114x441 СА ll Aa ll 

upongamos que para todo g Є Ra la ecuación Aj = g tiono la 
única solución f € Da. Esto significa que en A4 está dado un opera- 
dor (designémoslo mediante A~) que con el elemento g € / pone 
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en correspondencia aqael único elemento f € D para el cual Af = g. 
El operador 4A -" se denomina inverso dol operador A. Está claro que 
Das = Ra, aea = Da, АЗА = T, AA = 1, Si ol operador А 
es lineal. el operador inverso А es también lineal, 

2. Teorema de Riesr. Como ejemplo de una funcional lineal 
acotada definida еп el espacio de Hilbert, figura un producto ec 
Tar: fijomos al azar un elemento A EA, entonces (f, A) es (sogón f) 
una funcional lineal acotada (la acotación se desprende do la des- 
igualdad de Buninkovski). Es muy interesante que con la elección 
adecuada de AEH toda funcional lineal acotada, definida en H 
(o, on virtud del p.4, en un conjunto siempre denso en 7), puede ser 
representada como un producto escalar. Resulta válida la siguiente 
importante afirmación. 

Tronen 1. (Teorema de F. Risa), Para toda funcional lineal aco- 
tada 1, definida en el espacio de Hilbert Н. existe un solo elemento h € Н 
lal que para todos los f € H se cumple 

10 =0, №. e 

Domostrando este teorema, limitémonos al caso de un espacio 
soparable do Hilbert H (emplearemos el teorema sólo pera los ospa- 
cios de este género). 

Weiss €n, <. uma baso ortonormal en Л (la quo oxiste on 


virtud del teorema 1, $ 2) y ма 2 Лез un desarrollo en la sorio 


do Fourier de cierto elemento /Є Н. Dado que ¿na 1 para 
D.» оо, en vista de la continuidad de la funcional 1 se tione 


10) Jo (3 ло) = $, лие) E М 
AS 
donde hy Tn), ki, 2, ... 

Examinomos el elemento 7 PL Sabemos que [LAPIS 


D y que LA). STA 
-i Ih PIJA” IP. Entonces, para todos los pt Š ih Paci. 


Esto significa que la serie. Ж АР es convergente у S F< 


[7] 


“ЩИ (acotación de la funcio 


10р. De acuerdo con el lema 1 (p. 6, $ 2) la serio È ња con- 


vorge еп la norma del espacio H hacia cierto elemento h € A 
(Ва зоп los coeficientes de Fosrior del elemento A). 


Sustituyendo en (3) fa y 
nuidad de la funcional Z, obtenemos la igualdad (2): 


Wr d eot, S med =t 3. 


Si a la par con la representación (2) existe otra representación 
de la funcional i: 1 (f) = (f, А"). entonces (f, В — h’) = 0 para todos 
мау € Н. Esto quiere decir que В = h’. El teorema queda demos- 
trado. 

Observemos que al demostrar el teorema 1, hemos establecido la 
desigualdad |] A || < |i 1 ll. De (2) y de la de idad de Buniákow- 
Ski se deduce una desigualdad recíproca | 21 < 11% ll. Por lo tanto, 


ШАШ 

T perder conjugado, Зек 17 un espacio de Hilbert y sen A un 

operador lineal de # en 27, definido en el conjunto D4 siempre denso 

а Н (en el caso general no se supone que el operador А sea acotado). 
Supongamos que Da» es un conjunto de todos los elementos de 

Н que poseon una propiedad siguiente: para todo g € Dav oxiste un 


elemento A € H tal quo pora cualquier f € D, se cumple la igualdad 
Af) = U, W). 


elemento nulo dol 
cio H le pertenece: el do g = o. 
Domostromos quo a cada elemento g € Dae lo está asignado un 
solo elemento A € H. Supongamos, al contrario, que a cierto g € Dae 
iden dos elementos h y A’ de H. En este caso para todos los 
е lugar la igualdad (f, A — h^) = O, de la cual se deduce 
(recordemos que Da es siempre denso en H). 
en Da» está dado un operador quo vamos a desig- 
cada elemento g € Das le está asignado un ele- 
£ € H tal que 


алд = 0, 4*0 4 


para dodo / € Da. EI operador Аз so lama conjugado a) orador Д. 
conjunto Das de todos los elementos de 27, para los cuales se 
cumplo la igualdad (4), cualquiera que sea / € Da, es el campo de 
definición del operador conjugado. 

Sean f Y к, elementos arbitrarios de Das, y e, cn números com- 
pgs coser. Entonces, en virtud de (4) Ventes para todo 


mento Único A ж 


О. атада) = (f, Ата) 2,0, Ав) = 
абал HRAN gi) m (Af оа неш. 
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Esto significa que eii сз, C Dae (es decir, Das es una variedad 
Jes) y А%(а+ сыз) = аА? + сзА°р Esto quiere decir que 
el operador А” es lineal. 

Supongamos ahora que el operador А es acotado, En vista del 
1, se le puede considerar dado por todo el espacio 4. Tomemos un 
Slemento arbitrario g € H. Una funcional lineal 1() = (4j, 6) es 
acotada, porque И | ATE MENA КЕЛИ. 
bore UA 
AER que 1) = (Af, po. М = d. deg. Por соем, le 
igualdad (4) se comple para todos los g € H, es decir, Dae = H. 

Demostremos que el operador А" es acotado y que |А" | = 
ТЫА |, Sustituyondo ea (4) f = Ag, obtendremos para g € H 
arbitrario 


Mti Pm Aag, SCA AON Le e CE AT DM tn dg 


Во же MATER NAT Lg otio o de ak nido 
IS ¡tuyendo en (4)  — Af, obtendrem: 
histrio pui tio CIA T NA Rc Porio lanto, TLA 


el operador A*, conjugado al operador lineal acotado 4 
sobre todo el espacio, es lineal, acotado y su norma 
igoal a Ja del operador A. 

Es fácil comprobar que (4*)* = А, (cA)* = ZA? (с osun nü- 
mero complejo), (A + BJ? = А* + B®, (AB) = ВРА", 

4. Representación matricial de un operador lineal acotado, Al 
demostrar el teorema de Riesz hemos establecido quo una funcional 
inea] acotada dada en el espacio separable de Hilbert so defino com- 

etamente por sus valores on la base ortonormal de este espacio. 
b ишо sucedo también con le operadores lineales acotados, 
o oporador йаг] acotado que actúa desdo un ospacio se 
ВЕТЕРАУ 
una baso ortonormal de И. 
Llamoromos representación matricial del operador А en la baso 
«+. A de motriz infinito ау= (Ae, еу) = (e, А"), 121, 
12>1. Puesto 2 .... sen coeficientes 
Жыш del demanio тараса de ciere co le Igualdad 


de Porseval—Steklov (igualdad (5), p. 7, $ 2), la serie 2 lauf 
converge y рага todos los f=1, 2, ... es válida la desigualdad 


[el 


беше =1 4e SN РАР. o 


$2. OPERADORES LINEALES. CONJUNTOS COMPACTOS 5 


Tomemos un elemento arbitrario ЄЙ y sea f = 3 hem 


desarrollo en una serie de Fourier. Como el elemento А7 € H, sus 
coeficientes de Fourier son 


(aye Ht. e) 4 пе em E htm am Res, ® 


lei, 2, ... La serie en el segundo miembro de (6) converge 
absolutamente, ya que el término común {у es mayorado pol el 


término común de la serie convergente + (17.14). Sustitu- 
yendo los valores de los coeficientes de Fourier en la serio 


de Fonrier. Af = 2) (Af), ej, obtendremos 


Ape 3 auf) e С 
De este modo. cualquiera que РЕН, el elemento Af € H 
puede ser hallado por f, sólo con la ayuda de Ja matriz (a). Lo Último 


Significa que la matriz (aij) define completamente el operador А. 

"Cuando (a;,) es representación matricial del operador А en la 
base ej, fa, ses у (al), la representación corrospondiento del opora- 
dor conjugado А", tenemos. 


ай = (А*е. e) = (en Деј dj para todos los 1271, >1. 


El operador А se loma de dimensión finita (n-dimensional), cuando 
representa el espacio de Hilbert И en algún subespacion-dimensiona 
suyo. 

Sea Н, un subespacio del espacio H, tendido sobre los elementos 
eu . + <> ба Para que un operador lineal acotado A transforme el 
espacio Hen Ha, + necesario y suficiente que ayy = 0 para f > n, 
TS. V. Esta afirmación se deduce directamente de las igualdades 


(6 у 0. 
S Secadores sutoconjogndas. Operadores de proyección ortogo- 
mal. Un operador lineal acotado que está definido en el espacio 
do Hilbert H y actún de H en H, so Пазна mutoconjugado, si A = A. 
AV operador autoconjugado A se le puede asignar la forma il 
neal hormitiano W (f, £) = (Af. g) y la forma cuadrática (Af, f) 
correspondiente a ésta. Dichas formas se denominan. respoctivamen- 
te, Dilineal y cuadrática del operador А. La forma cundrática do un 
operador antoconjugado es de valores reales. Si (Af. f) > O para 
todo f de H, el operador autoconjugado А se llama no negativo, Un 
gresier оцтова дине peste a (dj = Udo cuando 
=o. 
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La representación matricial (aj) de un operador autoconjugad 
(ummo «espacio з separable) pose a siguiente propiedad: 
A ceca De اتا‎ do un supe 
cio separable de Hilbert H, e, es un subconjunto 
numernblo (o finito) de dicha vas ens + Un sube 
conjunto de una base, adicional a la clogida. Denotemos mediante 
St^ el subospacio tendido sobre los elementos en, k= f, 2, ۰. s 
y medianto SU, ol subespacio tendido sobro los elementos ej, 
k= 1,2, . .. ЕГ subospacio Wt (8) es una colección de elementos, 
pertenoclontes al espaeio И y ortogonales а todos los elementos ey, 
dm 1, 2, <. (eu k 4,2... ). Lo mismo expresamos diciendo 
que el] subespacio. N’ (°) es un conjunto do todos aquellos elomen- 
dos de H en cuyos desarrollos ea series de Fourier según la base ey 
k= 1, 2, +, los cooficientes de Fourier de los elementos ej, 
k= f, 2, ....) son todos nulos (esto es, en los 
los miembros correspondientes). Los subespacio 
R y R” son ortogonalos, N L N 
Comparemos un elemento arbitrario f € H, cuyo desarrollo on la 
Fourier tione la forma У) fit, y los elementos. 


r 


Pha һе TOS ® 


Las sorios de (8) convergen en la norma del espacio Æ en virtud de 
la desigualdad do Bossel y del lema 1 (p. б, $ 2). Por eso, las corro- 
laciones (8) definen eo H dos operadores P^ y P”, los cuales son linea- 
Лон. Los campos de sus valores son: Rp- = St’, Rp- = N”. 
Los operadores Р” y Р” se llaman operadores de proyección orto- 
al del espacio H sobre los subconjuntos 3t' y t" respectivamente 
en beer, en 1o malo ls vasos а uar pecados Progar- 
tivos). 
Un operador proyectivo es acotado y su norma es igual a 1. 
Efectivamente, como para todos los /ЄЙ ЇР? = IfI = 


"Eure АМАР, resulta que [PUSE Pero, Pe, = 
m es decir, PP ft 
Un operador proyectivo es autoconjugado, puesto que para f 


y h cualesquiera de HP ke (È fatas = E fate, 10 = 
= fuia s Р) 
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De 1а ecuación (8) se deduce que para todo fE H 
ТИ PIRE, 1-Р+Р, [] 


donde PER, PIER. Además, 


ШЕР! +РПР=ЇРР+ЇРТЁ+ 

PI, Po) Qf, POP NATI (00) 
ya que WLR. 

0. Conjuntos compactos. Sea HT un espacio de Hilbert. EI conj 
to of c= H зө llama compacto on JT, si toda (infinita) sucesión do sus 
dlementos contiene una subsucesión fundamental en М. 

1. Un conjunto compacto es acotado. 

'acotado, Mostremos que este conjunto no 
puede ser com, o elemento fi del conjunto y do- 
Aignwmos por Sr wna bola de radio £ y con el centro on fi, e deoir, e 
conjunto do aquellos elementos f € И para los cuales || / — | < 
Сошо «f no es acotado, el conjunto өйү = м^. Sj es no vacio. Tomo 
mos al azar PEA, (Р, — f! 1 >f). Como el conjunto af, = 
= 41 Sp tampoco es vacío, existe un elemento / € e% tal que 
VP — P >1,‚ LP f Il > 1, Continuando este proceso, obten- 
dromos una sucesión Р, k = 1, 2... бе elementos de f quo satis- 
facon la desigualdad jl f — J’ ||» f. cualesquiera que soan 1, f, 
{4 j. Esta sucesión no contione ninguna subsucesión fundamental. 
Por consiguiente, el conjunto Æ uo puede ser compacto, 

Vita + Para que un conjunto эй del espacio de Hilbert Н de di- 
mansión finita (Almenional) sea compacto, es necesario y симе 
que sea acotado. 

La necesidad do la acotación so desprondo dol loma 1. Demostre- 

suficiencia. 

Ya que ol conjunto € es acotado, П/П <C para todo f €o% 
Por esta razón, los coeficientes de Fourier f = Ù, ei), (m 1, co 
del desarrollo f = fi + ~: - + Jaén de un elemento arbitrario 
JEN”) satisfacen las desigualdades 1/1 = 10, e) | < Nf, 

| = 117 I <C. Por consiguiente, рага cualquier sucesión f", 
Om 1, 2, .. . de elementos pertenecientes a sf una sucesión de 
vectores n-dimensionales (fi, Êh ke 1,2, ..., donde Й = 
= (f, e), es acotada. Según el teorema de Bolzano — Weierstrass, de 
la última sucesión se puede extraer una subsaceción fundamental 
A E 


T A A 


®) Segn clerta hase ortonormal e 
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La ión correspondiente fre fite, 4 ... + fen, or 
a 


f Prem fe — tres eL 


cuando з. p— o. 


0-0 


La afirmación está demostrada, 
7. Teorema de la compacidad de conjuntos en un espacio separable 
de Hilbert, Sea II wn espacio separable de Hilbert de dimensión 
infinita y sea j. . . ., en su baso ortonormal. 
Indiquemos primero que no todo conjunto 
icto. Por ejemplo. cualquier conjunto acota 
Faso ortonormal no es compacto, puesto que 
(en virtud de la igualdad е, — ej li = V2, i j), 
puede ser extraida una subsucesión fundamental. En particolar, 
el conjunto (170 < 1) (una bola unitaria cerrada) en el espacio in- 
finito es no compacto. 
Designemos por P vn operador proyeetivo que representa И en 
ol subespacio de n dimensiones И, tendido en los elementos e, 
en. Y sea P, m1 Para todo f EH y n > 1, orbit 
бе elegido, tenemos (véase (9): 


fado de H es com- 
que contiene u 
sucesión ey, km 


I= Pal PLC 411) 
dondo Pif = È hen. Pil Ў, һе Do (11) se deduco que 
ES 


dondo este ЎАР, АРЫ 


рата todo f € И 1а sucesión numérica || Pif l^. 
>, Uende a cero, cuando п = eo, sin crecer de manera 


топам 2. Para que el conjunto sf C H (H es un espacio separable 
de Hilbert) sea compacio, es necesario у suficiente que sea acotado, y que 
para todo e >0 exista un número n — n (t) tal que || Paf il < t 
cualquiera que sea f € ef. 
п, otras palabras, para que e conjunto «ë sos compacto, ез no- 
cesario y suficiente que sex acotado y «casi de dimensión finita». 
запа, Sea 1 С тата todo 1 € of. Tomemos una suce 
sión arbitraria f, k = 1, 2, . . .. de elementos pertenecientes a ой. 
Hagamos е = 1, entonces || Р} || < í para todo k, donde E 
= n (1). Puesto que | РЫ” СПА NS C para todo k (P; de (11), 
ol conjunto Pr k = 1,2, - > es un conjunto acotado del espacio 
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dimensional Mn. Según el lema 2 (p. 6), del último se puede 
ir una sobeucesión fundamental y de ésta, una subsvcasidn РУУ, 
ed. 2..« que рома la siguiente propiedad: || Pafo’ — 
— РЫ? < 1 para todos los s y p > 1. En este caso, para la sub- 
ТИЛ МТ tenemos ias eiui vid 


Mtm mud. 


Pa I+ p РЫ" РЫР 
«HOP e ES ДР, 
que son válidas рага todos los p уз. 
Valiéndonos de в== 1/2, tomemos un número n,=n (1/2). 
La sucesión Piaf", pertenece а Has y es acotada; 
por consiguiente, de olla podemos vibsucesión Piaf” *, 
para la cual Р? le 1/2, cualosquiora 


de (12) tenemos j^ — РД Piaf Pf 
Pra РЕС А-АА mA para tados los s, p, ote, 
Para = 1/1 hallemos n; — n (1/6) y destaquemos de la subsucosión 
‚ una subsucesión P; f^", 3001, 2, ..., tal 


que || Pa ^^ — P; РИИ, cualesquiera que soan s, p. Para la 
subsucesión /**, а= 1, 2, ..., еп virtud de (12), ff" 
аа ig pr ШОНА ШШШ TE 

La sucesión diagonal f", s=1, 2, ..., es mua subsucesión 
de la sucesión de partida y para ella se verifica [/"—/°"|< 
5/0, para todos los p, ssi. cs decir, os fondamental. 

wpcestAD. La necesidad de la acotación del conjunto sf fue de 
mostrada en el loma 1 (p. б). Demostromos la necesidad de la segunda 
condición del teorema. 

Soa ^f compacto, pero, sin embargo, existe lal e, >O que para 
todo n f| РУ" li > ty, para cierto f € 4. 

Tomomos m arbitrario y hallemos, segón él tal "€ que 
KP! >to Portiendo de /”, olijunos п > пу de tal manera que 
РЫ" 60/9 (esto es posible, dado quo para cualquior /ЄН 
lijado || Pif 0 cuando k— c). Según n, oscojamos f" Cof do tal 
modo que [[Р/"'[ > Según f" hallamos m, de tal modo que 
IPs Nite. y así sucesivamente. Resulta que hemos obtenido 
la sucesión J", k==1, 2, ..., de elementos de »f para la cual 
son válidas las desigualdades 


MES ЇР N<2. 
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Mostremos que эма sucenón no puede contener una subeycesión 
fondamental. teniendo en cuenta (12) y el hecho de; que la 
función jl P5f || es monótona según m, tenemos para todo k >s: 


Wr Pu Pa US Ig ES (РС 
IE, РР АПР 
РЫР Pa, о = эу. 
комо. Ses eel conjunto de un espacio separable de Hilbert 
II. Exominemos una familia de conjuntos f, с Н, к >> 0, que posee 
la siguiente propiedad: en cada >£», e >O, para todo f € all existe un 
elemento raro tal que (f — f |l < в. Si para una sucesión 
a => D cuando k> оо, € 
tos, entonces of es compacto. 


2» 0, todos los conjuntos ofa, son compac- 


os, 08 compacto, exblir tal n c я (en) que |) | ac en para todo 
16б. Mas, em este caso para cualquier [o || Pf || = 
AIDA PA EE PLU PAM IPSI С f 
f IIT & < 26, Siempre. que f es un elemento do «fs, de tal 
género quo || f — |” Il < в. Como ty — 0, en virtud del teorema 2, 
91 conjunto «f es compacto. 

8. Compucidad débil. En conjunto s perteneciente al espacio 
de Hilbert H, se denomina débilmente compacto, si en cualquier su- 
cesión do ms elementos so puedo elegir una subsvcasión que converja 
débilmente hacia cierto elemento de H (no es obligatorio que este 
elemento pertenezca al conjunto sf). 

Pott а, Todo conjunto acotado del espacio de Hilbert es débil- 
mente compacto. 

Efectivamente, 
sino también necesa 


eotaclón de un conjunto no sôlo es suficiente 

ra que éste ses compacto. Sin embargo, no 
Pla necesidad y nos limitaremos а demostrar 
caso de un espacio separable de 


Soa гу, k = 4,2, . . . una base ortonormal Я y sea «f nn conjunto 
acotado en H: || j I| © C para todo f Eef. Tomemos en «f una sucesión 
mrs f kw 2. 2c Puta que IP | СС pera odo fy 
sucesión numérica (f, 4,2, Qc 
SV iea Tae C. Por le tanto, 
36 puedo extraer Gne subeocesión f" 
sucesión mumérica (f^^, а) converja hacia cierto MET 
Cuando ke co. La sucesión (j^, es) es también acotada. Esto quiere 
decir que dela sucesión f^^, k = 1,2, . . ., se puede extraer una sub- 
fe". km d, 2, .... para la cual la sucesión numérica 
(9^, е) tienda а оу cuando E ce, ete. 
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Mostremos que la sucesión diagonal f^, k = 1, 2, . ... es de 

débil convergencia. Ante todo indiquemos que para todo s > 1, 

(А, 0) = os cundo k- ce. Por ollo, cualquiera que sea m > 1% 
emos 


qa, Дом) 3, 


Puesto qw |, X PS 


TP 


ulta: рє pera todo m > 1. Por consiguente. PL 


= С^. En virtud del lema 4 (p. 6. $ 2), la serie 
hacia cierto elemento /€ H, con lo particularidad de que |Р = 
= |o P. Mostremos que la sucesión РА, ke 


débilmente hacia f. 
Sea g un elemento arbitrario de И. Tomemos al azar 62-0 


y «аков un número не (e) de tal maven que S а 
Le 


Conforme a la igualdad goneralizada de Parseval — Steklov (5), 
р. 7, 8 2) tenemos: 


E 


ERIT 


uns onte D lakel 09) 


GÀ arad e E on E neun 


CX ro eens 3 w^ or X lars e. 


Según la definición de los números о, el primer sumando en el 
segundo miembro (13) también podemos hacerlo menor que е, si 
para cierto Ka (e) K > ke (e). Por eso, | (M° —f g) | < e + 6 (C + 
КГ рага k > ka (e). El teorema queda demostrado. 
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9. Operadores totalmente continuos. Sea И un espacio de Hil- 
bert. El operador А quo actúa de H en H y está definido en H, se 
llama totalmente continuo, si transforma cualquier conjunto acotado 
en un conjunto compacto. 

Si los operadores A, y А, Son totalmente continuos, el operador 
А + суйу, es totalmente continuo, cualesquiera que sean las cons- 
Santos e, y Су. SE A ев un operador totalmente continuo y Л, un opo- 
rador acotado, prefijado en H, los operadores АВ y ВА son totalmen- 
o continuos. 

Del loma У (р. 0) se desprende que ип operador totalmente conti- 
nuo os acotado. Sin embargo, no todo epe totalmente 
continuo. Así, por ejemplo, un operador unitario 7 que actúa en un 
espacio do Hilbert de dimensión infinita no puedo ser totalmente con- 
invo, puesto que transformo wn conjonto acotado no compacto, o 
sea una baso ortonormal, en sí mismo. 

Un operador acotado de dimensión finita es tatalmante continuo, 
lo que ке deduce del lema 2 (p. 6). Como generalización inmediata de 
esta afirmación nos sirvo el Siguiente criterio. 

ткопкмл & Para que un operador lineal acotado A, que está defi- 
nido en un espacio separable de Hilbert II y que actúa de Н en Н, sea 
totalmente continuo, es necesario y suficiente que para cualquier а > 0 
se puedan hallar tal nümero entero n = n (v) у, además, tales operadores 
lineales A, y A, (Ay ет de n dimensiones y | As | << €) que 


AA+ Ay (14) 


De oste modo, los operadores totalmente continuos son «casi de 
dimensión finitas. 

svecesivar. En virtud de (11) (véase p. 7), para cualesquiera 
ТЄН y n>0 tenemos el desarrollo 


Alm РА] + РА) (А = РА + PA). (5) 


Como А os totalmente continuo, según cualquier e >0 se puede 
hallar tal n = n (0) que j| РЗА || < +. Efectivamente, do acuerdo con 
ol teorema 2, РА} = 140 Ji РА (If ID US e IF Il, dado 
que de la acotación dol conjunto (// | 1) se deduce la compacidad 
dol conjunto (А (// 11 II) ). Como el operador Р„А es n-dimensional, 
la necesidad queda demostrada. 

отам. Sen f, == f, 2, .... una sucesión acotada arbitraria 
perteneciente а H, IP I<C, k—1. 2, ... Mostremos que de la 
sucesión Af", kei, 2. ..., se puede extraer mna subsucesión 
fondamental. Tomaremos los números # >0 del conjunto 
f, 1/2, ..., Vb, ...) y para e=1/ hallaremos n=n(1/0) y los 
operadores А; y A4} tales que A= 4+4} (4! es n-dimensional 
y HANKA). En este caso [А = A- АПАНЫ ААН. 
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sl gonjunto acotado de un espacio nine 
(lema 2. p. 6) de él puede ser elegida la subs 
O D e с 
еу» а siguiente propioiad: [лу tE 
a Т ©. Ау“, К=1. 2, “es una sucesión acotada 
de un conjunto пу dimensional. Por consiguiente, existe su subsu- 
cesión fundamental Ajf-*. k— 1. 2, ... En este caso se cumple 
la dotada MAA хс АЙ! A Ч C. y así sucesivamente, 
La su diagonal Pt, f**, . ... evidentemente, las si- 
sientes propieda, upa sucesión Aj E 
ошаш! para todo 1, puesto que para todos los k > t, fii son ele- 
mentos de la sucesión f^^, k = 1, 2, Además, Ij Aif*^ || < CI 
wa todo {. Mostremos que la sucesión А/%*,К=1,2,...‚ ез 
idamen! Tomemos arbitrariamente е >0 y fíjemos t> 1/8. 
En oste Ld que la sucesión Aj ^, k = 1, 2, . . ., es fundam 
tal, t (cuando k y з son. iciontemente grandes): 
af" TAI Is (pen unt ec 


Sell Af le RAT "ice CULU + 2С) е, 
lo que se trataba de demostrar. 
1 teorema 4 se dedueo, en particalar, la afirmación siguiente. 
Sen A un operador lineal te 'eoniinuo que está definido por 
todo el espacio separable 5 Hilbert Н y actúa de Н еп Н. Entonces, el 
ador A*, conjugado al primero, es totalmente continuo. 
En electo, la veprarentación (14) engendra otra representación, 
a saber, А* = А? - A$, donde Az ll = WAS 1 <. Por lo 
lanto, la afirmación enunciada puede considerarse demostrada, si 
mostramos que el operador А? os de dimensión finita. 
Sea Ra, un subespacio n-dimensional del espacio /f y sea 
„ fa, ки base ortonormal. Entonces, para todo / € H Af = 


иле X 0.4 
Гу к de H, tenemos. 


иш. ю- Жо. 


LI 


) es. Por eso, enalesquiera que soan 


«EU. È atn 


es decir, 


(f. Ate) = (Aif. £) (А Ж кА). 


Por osta razón, para todo g EM resolta Af g = Y Аек Ема 
igualdad significa que Rag es un subespacio tendido sobre los elo- 
mentos Afer .. ., Aes, es decir, que es de dimensión finita. 

знн 
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$ 4. Ecuaciones. lineales 
en el espacio de Hilbert 


Los razonamientos expresados en este párrafo son válidos para 
cualquier caso de un espacio de Banach. Sia embargo, nos limitamos 
a la consideración de wn espacio separable do Hilbert И. 

1. Operador linca! contraído. Un operador lineal A que est 
delinido en H y actúa de H en H, se lama contraído, si А ll < t. 

LEA 1 SLA es un operador contraído que actúa de H en Н, extste 
un operador (1 — A) * que está definida en H у actda de H en H, te 
niendo lugar la desigualdad WI — A) li Tipa 

Para demostrar, examinemos la ecuación 

ЕТЫ (0 


y mostremus que, cualquiera que sea g € И, ln única solución de 
S sousción Мей aquélla que “está represmtade por la sorie 
1= Š A'e (4* = D), que converge on Н. 

Esta sorie es convergeuto, puesto que el espacio H es compl 
mientras que Js sumas parciales gum S} alg do la serio forman 


una sucesión fundamental: cuando p>m 


+... 14e 
ell ARO cunado m, p+ oo. 


lp — Rl enl] Ag+... AT ect AP 

«etiam +. 

El elomonto / € H es la solución de la ecuación (1), ya quo 
Ау = (+4 +...) — (Ag + Аз 4...) =. 

La solución es única. En efecto, sea que oxistan dos soluelones 


ja ocuación (1): f, y fs. En oste caso, f = f, — f, será una solución 
lan / == Af. Por ello, para esta ecuación se 


ulta pues. que el operador (1—AJ* existo у 
por todo el H: como [7—47 аи Apt ++ 


leo) o sS para todo КЄЛ, ol operador es 


acotado y || — A liia. El lema está demostrado, 

Я Бр ty > 5 iones del ey бела аца 
el operador acotado (7—. yt guasto que $ Helai 
Además, (7 — Ае) = 1 — Ay. 
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Para demostrar la última igualdad tomemos al azar { y ғ €H 
рҮ HEU, Mua (loma 1) tales f y g € H que (7 — А) = 
he ue 1 m AY y e= UANO, da нівай 
(W — AY, &) = U, (U — A*) g) puede ser escrita en la forma (f', 
(1— A*)* e) = (0 — AJÍ, A de donde proviene la igualdad 


que, necesitamos. 

b con operador totalmente continuo. Examinemos 
la ecuación (1), sin hacer suposiciones sobro la pequetier de la поша 
del operador A. En vez de esto, vamos a considerar que el operador Д 
es totalmente continuo. 

Valiéndonos del teorema 4 (punto 9) del párrafo anterior, podo- 
mos escribir la ecuación (1) en la forma (I — Aj — Ay =, 
dondo el operador A, es n-dimensional y || А, || & e < 1. Donomis 
mos por A el producto (7 — A Jf. En virtud del lema 1, ol oporador 


Т — Ay tiene wn operador acotado inverso (7 — 47", definido en И: 
ОА), J= Ah e 
Та ecuación (1) para А se escribirá en la forma 
ho Ay TA hup [7] 
Son A* un operador conjugado а A. La ecuación 
u= an де [11 
se Ш 


conjugada а la (1). De la igualdad A = A, + A; tenemos 
quo А* = A? + Af. En vista de la observ 1 

ador (1 — Ау) tiene en H wm operador 

=й — Af. 


ión al lema 


U= AD’ а ADS (2) 
Lo ecuación (1*) puede escribirse en la forma 

Ару — Agr = t. 

Aplicando a ella el operador (7 — A$)“, obtenemos nna ecua- 
alên equivalente. 

т а Ара +, в» 
en la que ador (7 — 4,)7]* Af está conjugado» A, (Y — AY 
fen la ecuación (3). аын 

El operador 4, (1 — Ay" identemente, n-dimensional, 
poro que su representación matricial (0) en la base ortonermal eo- 


Frespondiente en, E 7 4, 2, ..- (el subespacio tendido sobro los el 
mentos e... е, coincide con Bayo 


aum Opara i >1, j Dn + 1 (véase p. 


2) posee la propied 
{ з), con la particularidad 
qe 
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де que la fórmula (5) p. 4, $3 nos da para todo j 
IS 


De acuerdo con la fórmula (7). p. 4. $ 3, la ecuación (3) puede 
sor representada en la forma Xi hye У hat) que os 
lonte, debido а la independencia lineal del sistoma €, ер, <. 


КЕ Slgebraco de eeuselones para, los coeficientes de Fourier 
Mns === Вы, +=» del olomento buscado А: 


Zaher dem Wen qn 
Como los cocficientes у, para j >> n, son conocidos: 
Au PM w 
el último sistema se reduce al sistema de ecuaciones algebraicas 


1 Suse Ў a 


sogún el cual se hallan Ay, lan. 

De modo análogo, la ecuación (3°) puedo ser sustituida por un 
gistoma algobraico equivalente para deierminar Jos cofiientes бе 
Fourier fj, J = 4, 2, . . .. del elemento /* en términos de los соо 
cientos de Fourier sf. j =, 2. . . . del elemento 2% = (7 — AJA ре. 
Ел esto caso para /7. | < п, obtendremos un sistema olgebraico Jinoal 


m dm o O 


m Дат-а. jet, зәл, (5 


у Ју, Гоп, so determinan univocamento 
{о do las fórmulas 


п-а+ф Ыл. gm “ 


través de $3, 1Sn por 


3, Primer teorema de Fredholm. Las matrices de los sistomas (5) 
y (5*) son conjugadas según Hermite. Esto significa que los módulos 
do los determinantes de estas matrices son iguales. Por consiguiente, 
si uno de estos sistemas es resolublo con cualquier término indepen- 
diento (es decir, el determinante correspondiente es distinto de cero), 
entonces el otro sistema posee también la misma propiedad y bs 
soluciones de los dos sistemas se determinan wnivocamente. Ба 
praticalar, las soluciones de Jos correspondientes sistemas homogéneos 
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son todas mulas y sólo mulas. O bien: si uno de los sistemas homogé- 
neos ((5) 6 (5*)) sólo tiene Solución nula (por о tanto, el determinan- 
te correspondiente es diferente de cero), el otro sistema tombién 
[рө dicha propiedad: en este caso los sistemas (5) y (57) son retar 
Bios (onívocamente), cunlesquira que sean los términos indepen- 
lentes. 
Esta misma propiedad es propia а los ecuaciones (1) y (19). 
En efecto, supongamos que la ecuación (1) (6 (19) es resoluble 
para cualquier g (o 4") de И. O bien, que en virtud de (2) (6 (22), la 
misma ecuación (3) (6 (3*) es resoluble pare cualquier g (039) de 3. 
En particular. es resoluble también para cualquier £ (o z*) del subes- 
pacio tendido sobre los elementos e, ..., e. Por consiguiente, 
ol sistoma do ecuaciones (5) (д (5*)) es resoluble, Cualquiera que sea el 
Segundo miembro. Es decir, ol determinante del sistema es distinto 
de cero y los sistemas homogéneos (5) y (5°) sólo tienen soluciones 
nulas. Entonces, en virtud de (4) y (4°), las ecuaciones homogéneas (1) 
y (1*) sólo tienen soluciones nulas, 
Viceversa, supongamos que una de las ecuaciones homogéneos (1) 
ó (1*) sólo tiene solución nula. Entonces, el sistema homogéneo 
correspondiente (5) 6 (5°) sólo tiene solución nula, Por lo tanto, los 
determinantes de ambos sistemas son diferentes de cero. O sen, los 
sistemos heterogéneos (S) y (5°) son resolubles (univocamente), 
cualesquiera que sean los términos independientes. En este caso, 
virtud de (4) y (49). son también resolubles (unîvocamente) las ecua- 
ciones (1) y (19) 
do H. Esto quiero d 
y U — A*Y 
Mostreraos que estos operadores son acotados, 
Supongamos que el stems, (5 se еа оме resoluble (e 
determinante do ión 


Puesto que 
À tot X sten Sante an, 
eie C+ 201 A U — AJ E) = CEP. 


resulta que 
APLC Ne 
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пме Supe 3 пасове cure. 


Por esto, según (2), 
леа, nen [7] 


donde C, 2» 0 no depende de g. Precisamente esto significa que 
operador (I — A)- y, consecuentemente, (/ — А9) son acotad 
ПО —A)™ Y 492 с С, 

Queda, pues, demostrada la siguiente afirmación. 

Tona + (primer teorema de Fredholm). Sea А un r 
Uneal totalmente continuo que está definido en Н y actúa de H en H. 
Si una de las ecuaciones (1) ó (1°) tiene solución con cualquier término 
independiente, la segunda ecuación también tiene solución con cualquier 
término independiente, con la particularidad de que estas dos solucio- 
nes son únicas, es decir, las ecuaciones homogéneas (1) (g = o) y (1*) 
(4% = 0) sólo tienen soluciones mulas. 

51 una de las ecuaciones homogéneas (1) (g = 0) б (19) (g* = o) 
sólo tiene solución nula, la otra también tiene sólo solución nulo. 
Además, las ecuaciones (1) y (1°) son univocamente resolubles, cuales. 

sean Los términos independientes, es decir, ezisten operadores 
I — AY y (T — AP), definidas en H, siendo estos operadores 
acotados. 

4, Segundo teorema de Fredholm, Observemos los siste- 
mas (5) у (5*) los rangos do las matrices В = | by |, donde biy = 
ED ЖҮРҮ: л (81 = 0 cuando гче], б, = 1) 
у В“ = |l by, || son iguales. Por ello, los sistemas homogéneas (5) 
y (5%) метрге tienen un igual número k -< n de soluciones linoalme 
to independientes, Entonces, en virtud de (2), (4) y (4*), en los con- 
Juntos de todas las soluciones de las ecuaciones homogéneas (1) 
y (1°) también ostán contenidas exactamente X solnciones linealmen- 
Ño indepondientes. 

Do esto modo queda demostrado ol 

toD 2 (segundo teorema de Fredholm). Si la ecuación homo- 
génea (1) (A es un operador totalmente continuo que está definido 
en H y actúa de Н en Н) tiene soluciones no nulas, entre éstas habrá 
solamente un número finito de soluciones linealmente independientes. 
Amd, le жамай отем (15) ona la mona cantidad de lu- 


ciones linealmente inde 

5, Tercer teorema de Fredholm. Pasemos ahora al problema 
dela resolución de la ecuación (1) en ol caso en quo la ecuación homo- 
génea (1) pueda tener soluciones no nulas. Según el segundo teorema 
de Fredholm, la ecuación homogénes (1) tiene un número finito de 
soluciones linealmente independientes: f, . . ., f. El mismo número 
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is linealmente independientes tiene la ecuación homogé- 
со fi. El sistema. А, . . ., f (igual que ol sistema. 
„ ^") puede considerarse ortonormal. 

лвла з (erect teoroma de Fredholm). Para que la ecuación 
(1) con el o totalmente continuo A (que está definido en Н 
y actúa de Н en H) tenga solución, es necesario y suficiente que el 
батин ма orignal a odas le soluciones de la ecuación homogé- 
ме (1°). 

"Entre todas las soluciones de la ecuación (1) exite la unica solución 
{que es ortogonal a todas las soluciones de la ecuación homogénea (8). 
ашу sra solución de la ecuación (1) se present como la puna 
la solución citada y alguna otra solución de la ecuación homogénea (1). 
Para la solución f tiene lugar la desigualdad (7) con una constante no 
dependiente de g. 

Supongamos que In ecuación (1) tiene solución. En este caso, on 
virtud de (2), existe una solución de la ecuación (3) y junto con ella, 
een qu. de la matriz B = lbu ll, dond 

Supongamos quo el rango de la matriz B= ll bu, ih, donde 
ELITES a, os igual a n — k. En esto caso el 

del espacio vectorial n-dimensional tendido sobre 
4... M son columnas de 

k. Puesto que 6 sistema homogéneo 


(9: SE Bt е0, J —1,..., м, puedo escribirse en la forma 


(e, Bi) = 0,1 = 1, . . ., п, las soluciones de este sistema forman un. 
Sobespacio k-dimensional ortogonal al subespacio An-ni designé- 
moslo mediante Rêy. 

Según el teorema do Kronecker — Capelli 
tenga solución, es necesario y suficiente que el rango 

a igual si rongo de la matriz ampliada que so obtiene agregando 

A D una columna de términos independientes en (5), es decir, quo el 
vector de los términos independientes pertenezca al espacio Rp. 
© (lo que es igual) que sea ortogonal al subespacio AZ... 

Tomando an consideración que toda solución /* de la ecuación 
homogénea (1°) tiene la forma 

fre fle so Beso estan e 

donde el vector TF xe (ff. .... ft) es la solución del sistema homo- 


өбө (5°) y ff 
de ortogonalidad 


Жи? para f>. у, escribiendo la condición 


los vectores f* y el segundo miembro on (5) 


en la forma 
om À +, E о) + E = m. 
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qualis que ai Ja solución de la ecuación heterogénea, (1) existe. a 
elemento g debe ser ortogonal a todas las soluciones de la ecuación 
homogénea (1%). 

Y viceversa, si g es ortogonal a todas las soluciones /* de la ecur- 


ción homogénea (1*), el vector con coordenadas gy + Y) aui, 


f = 1, .. <: M, ев ortogonal a todas las soluciones /* del sistoma 
homogéneo (4*). Por consiguiente, cl sistema (5) у, junto con él, la 
ecuación (1) tienen solución. 

Soa Ja nna solución cualquiera de la ecuación heterogénea (1) 
y sea f, <. f un sistema ortonormal de soluciones de In ecuación 
homogénea (1). Entonces, el elemento / = f, — (fy. f) ft 

f^) f también será la solución de Ia ecuación (4), con la p 
jai de quo ella es ortogonal a todas las soluciones de la ecuación 
homogénea (1). Tal solución es única: si existiera otra solución de este 
gónoro (7), su diferencia 7 — 7, siendo solución de la ecuación homo- 
бле (1). sería ortogonal a todas las soluciones de la ecuación homo- 
inen (1), incluso ortogonal а sí misma, es decir, / —7 == o. 

Supongamos que /' es una solución cualquiera de la ecuación heto- 
rogónea (1). Entonces, /' —f = /" es la solución de la ecuación 
homogénea (1), es decir, f / + f. 

Demostremos ahora la desigualdad (7). Sea A un elemento de If, 
corcespondionte, según (2), al elemento /. Esto quiere decir quo À 
es una solución de la ecuación (3) que satisface k condiciones 


A h a A imt, aas k (8) 


Ya que la matriz ampliada dol sistema. (5) tiene el mismo rango 
(сый) que la matriz В, algunas k ecuaciones en el sistema (5) son 
combinaciones lineales de las п — & ccuacionos restantes. Por lo 
tanto, si oxcluimos estas А ecuaciones, el sistema obtenido será 
oquivalento al sistema (5). 

De modo que el vector r-dimensional (h, . . .. 4) es una solución 
de un sistema lineal compuesto de m ecuaciones (n — k ccuacio- 
nes de (5) y k ecuaciones (8)), cuyos coeficientes no dependon dol 
segundo miembro en (5). Además, de la unicidad del elemento / se 
desprende que (h, - Ау е una solución única de өне sistema, es 
decir, el determinante del sistema obtenido es diferente de cero. 
Totes чийи бы... E pasia эн садо эин je cuta 
de Cramer. Por consiguiente, para oste vector es válida la design 
dad (6), de la cual se deduce directamente la desigualdad (7). El 
teorema está demostrado. 

б. Valores propios y elementas propios de un operador total 
continuo. Un número > se llama valor propio del operador 1 
que actúa de H en H, siempre que exista un clemento f € H tal que 
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{ko y Af = M. En esto caso, f se denomina elemento propio del 
operador А. El número j == 1/2, cuando À é 0, recibe ol nombro de 
número característico. Como a la par con f el elemento cf para cualquier. 
constante с 96 0 es también elemento propio que corresponde al 
valor propio A, entonces, los elementos propios so pueden considerar. 
normados, por ejemplo, mediante la condición || f i| = 1. 

El número máximo de elementos propios que son linealmente 
independientes y que corresponden al número característico dado 
(al valor propio) se Паша multiplicidad de esto número característico 
del valor propio. Si al número característico (al valor propio) se lo- 
asigna un número infinito de elementos propios 1ieslmnente indo 
pendientes, la multiplicidad del número característico (del valor 
propio) es infinita. 

'upongamos que el operador A, definido por todo el H, es tot 
mento continuo, Entonces, el operador pA (н es un número complejo. 
arbitrario) también өк totalmente continuo. De los teoremas 1, 2 
у 3 se deducen las siguientes afirmaciones, 

Para que la ecuación 


ЫЫ 


see resoluble para todo ТЄН, es necesario y suficiente que y no wa 
numero caracteristico del operador А (et decir, que Vp. no sea valor 
propio). Cuando u es un nimero caracteristico, su multiplicidad es 
Тоша y y será un número característico del operador A* de la misma 
multiplicidad. En este caso, para que la ecuación (1') sea resoluble, 
es necesario y suficiente que el elemento £ sea ortogonal a todos los 
elementos propos del operador A*, correspondientes al valor propio Ip. 
En estas condiciones existe la única solución de la ecuación (1°), ortogo- 
nal а todos los elementos propios de A que corresponden al valor pro- 
pio 

Precisamente ostas afirmaciones se consideran, habituslmente, 
como los teoremas de Fredholm. 

7. Cuarto teorema de Fredholm, Establezcamos ciertas propie- 
dados de los números característicos de un operador totalmente 
continuo. 

ones û (cuarto teorema de Fredholm). Para todo M > © 
en el circulo (| | < A1} de un plano complejo puede contenerse sólo 
una cantidad finita de ratmeros coracteristcos del operador totalmente 
continuo definido en el campo H y que actúa de H en Il, o blen (lo que 
es lo mismo), fuera del circulo (13. | < A/M} puede sólo existir un 
número finito de valores propios. 

Supongamos, al contrario, que en el círculo (| н | < Af) hay una 
cantidad infinita de números característicos ju, . . .. lin, -. Je 76 
wk ну, 1 дё j. Sea e, un elemento propio correspondiente al número. 
característico ру, {= 1,2,... 
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Mostremos que para todo n > 1, el sistema ey, 
gente independiente. Cuando n = 1, esta sfirmción e evidente. 
Sea también válida para л — 1. Sopondremos quo а, €, оп 
linealmente dependientes. Entonces, para ciertas constant 
те enca de las cuales no todas Son mulas, tenemos que еу Cyes 


Sagit.. teag, de donde 


ey вз lineal- 


з.) e-m, loque no pude toner 


lugar, puesto que 142-420, ke1. 


Designemos por e un subospacio tendido sobre los elementos 
„ч. De lo demostrado se deduce que ME MiS > нс 
ТЇ y que no existo ningún número n para el cual e Hna 
Por eio, para todo n existe un elemento fn € Bu fa 1 n, fn N = 
= 1. Como el conjunto f f. . fas , es acotado y el operador A 
es totalmente contínuo, del conjunto Aj, вери 
extraer una subsucenión fundamental 

Mostremos. que en realidad esto no puede hacerse y que esto 
sori, la contradicción que demuestra el teorema. 

Para dor números. enteros arbitrarios m y л, mn, 


nt. 


Me Aem Ê fa + A = Alam ln +n, 
donde 
OER риме que AER у Aff 
hA n sehe) mns Fee) me (BE =1) a+... 
nobts (em 1) es Ea 

Por ello. Af, — Ajo A o rem me > 


ves decir, la sucesión Afi... Afa, ... по puede contener una 
subsucosión fundamental. Ei teorema está demostrado. 


[Lu (0 

Vi LC Lue h i= de 2... s con la particularidad de que la fre- 

"Rid mimeo tariis s ensem ena шкен Ù) 

"ai multiplicidad. El со puede contener o Меп un 

палете finito de elementos (еп particular, puede ser vacio), o Меп un 
dura Infinito de elementos. É el ultima caso ) 


|н J= eo cuando ke co. (10) 
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A la sucesión (9) le corresponde una sucesión de los elementos propios 
correspo 


Жез» an 


ЕЧ linealmente independiente. 

Lun E a ызы а ques 
e оГ 
a 


$ 5. Operadores autoconjugados 
totalmente continuos 


1. Valores propios y elementos propios del operador autoconjugado. 
totalmente continpo. Sea А un operador acotado autoconjugado que 
ай» de H em Н. Puesto. todo f, Vf re 1, TOA, DUS 
< || A |l, en la esfera unitaria || f || = 1 existen cotas exactas, supe- 
rior e inferior, de la forma cuadrática (Af, f) del operador A: m = 
- at (Af, D. М = (Af, f, siendo |m] 4 Il 4 Il, 


MITA т (ар D à 
Cuando f es un elemento de H, arbitrario y diferente do coro, 
Por өю, mar 

Mai me y. consecuentemente, para todo / de H 


aa timplan Jee deti mJ Al, 0< LIS 
Como la torma cuadrática del operador A es de valores reales, todos 
sus valores propiee (números característicos) son reales: si A es ol valor 
propio y f el lento propio correspondiente, e decir, А] = M, 
Estanco A = A DS Por o о тс EM, NM 
Lor elementos propios f y fa del operador А que corresponden a 
valores propios diferentes h, Y Fa, son Sora n fecto, multipli 


Bisnis шокы jugado A qud aeta de H en M y para qut fa 
(considerando || fa || = 1) sea un elemento propio correspondie 
necesario y suficiente que se cumpla la is (Alo: 


Andlogamente, para que el número m = 


valor propio del operador А у fo (consideranda |}, = À), un elemento 
зери correspondiente, e necesario y suficiente que se cumpla la igual- 
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Si M es un valor propio y fe, un elemento propio del operador А 
que corresponde а M, entonces Af, = Mfg. Por consiguiente, (Ajo, 
fo) = М (fo fo) = M. La necesidad está demostrada. 

Demostremos la suficiencia. Seo (Аја, Ja) = M para cierto for 
Mel = d, о, lo que es lo mismo, (Mj, — Afo, fo) == 0. Puesto 
que para todo / de H 0<МИ/Й? — (Af. D = (MJ — Af, f 
para q arbitrario de H y cualquier £ complejo (M (Ja + tq) = 
(fatto), fo + to) 220, es decir, T (Mf, — Afo, Y) + t (MA 
) + Itf (Мт Aw, 9) 0. Haciendo on esta ecuación 
me „ donde & == arg (Mf, — Afo y) y o ев real, oblendre- 
mos una desigualdad — 20 | (Mf, — Afo 4) | + 0* (Mq, — Aq, 9). 
>0, que es válida para cualquier g real. De esta desigualdad se deduce. 
a igualdad (Mj, — Af. 9) = 0. Por eso, cn virtud de la arbitra- 
чей do е, M) zo 

Ta segunda afirmación del lema se desprende de la primero, si өп 
M operador А tomamos el operador — A. El lema queda demos- 
rado. 

LEMA $ Si el operador А, que actúa de H en H, es autocon- 
Jugado y totalmente continuo, el número М = бр (Af, f) 


(por analogie, el número т = int (Af, f). Siempre que sea 
distinto de cero, será el valor propto de este o a 
Sea M v 0. [ie ee ace forma. мү (Mf 
— Af. g), f, gEL y una forma cuadrática (M/ — Af, f). 0 
E Para todo f de Н tiene lugar la desigualdad (Mf — 
THE 
Mostremos que existe un elemento fp, distinto de cero, tal 
(Mf, — Als, fo) = 0. En este caso la afirmación del lema 1 se dedu- 
O Sapongamos que lal elemento f, no existe. Entonces (f — Af, f 
pongamos que tal elemento f, no existe. Entonces (Wf — Af, 
1 € H puedo reducicse a coro sólo cuando / = o. Por eso. la forma Bili- 
SSIIT A7 s) peto vomere cmo pedore en Af. 
o significa que para de H ечи ЖЕНЯ 
papi наг ы 
LONAS OF SOM — Al. 0 е T 9 
De la definición de M en calidad de una cota exacta superior de la 
forma cuadrática (Af, f) en la esfera uni 17 1 = 1 se desprende 
quo existe una sucesión fj. fa, <<. fill = A, £ 1, 2, + ++ рага 
enl (Af, f) = A, o bien 
(Mj. Ain 3—0, nom o 


Haciendo on la desigualdad (1) f = fa, g = Mf, — Afa. obten- 
dremos | Mj, — Af, i (М0 — A fus fa) (МУ, — 2MAfn + АЗ, 
Mf, — Af.) < (Mf, — А, PIMI IA 0Î. Por eso, de ia 
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correlación (2) se deduce que la sucesión Mf, — Af, + O cuando 
> оо. Como el operador А es totalmente continuo, mientras que 
la sucesión fo fa. ... ва acotada (If, || = 1), la sucesión А, 
. sorá compacta. Por consiguiente, se puede extraer de esta 
una subsucesión convergente; vamos a considerar que esta 
última coincido con 47, ifs, . . . Luego, la sucesión М}, Mf, > +++ 
y, junto con ella (M 20), [a sucesión ft. fa, . . . es también convor- 
ente. Si dosignamos por Ja el lfmite de la sucesión fy, fas «Será 
vidente que fo li == 1. y, en virtud de (2), (М, — Afa Jo) = 0. 
El loma está comprobado. 
ronem 1. Para todo operador totalmente continuo y autoconjugado 
A que es distinto de cero y actúa de Н en H (Н es un espacio de Hilbert) 
uno de los números HU NAL mx sup 1AN lere 


grin (minimo por АР nimero curacierítico uy, con la 
Bortleularidad de que p, = LM cuando M > | ml. donde M = 


= рр, (АҺ D. mo int, (Af, Л, pa = Um cuando M < 


m 
< |m St M = | ma UM у Um ambos son los números caracteris- 
dn del operador А con módulos тїт la trud (A, 
los elementos fe para los cuales es válida la igualdad (Alv, 
Tol fo IÈ = M cuando M >| т |, о la Igualdad (Afo, [li fa IÈ = 
m cuando M < |m), son, y sólo son ellos, los elementos propios 
correspondientes a w. Si М = | т |, los elementos propios, correspon- 
"dientes al número característico 11M. son aquellos elementos fa, y sólo 
aquellos, para los cuales (Afo, fa) V fe 1% = M y los elementos propios, 
correspondientes al nümero característico 1m, son aquellos elementos 
Tos y sólo aquellos, para los que (Afa. fo)! W fo IF = т. 
En partienlar, st А es un о) no перано, tenemos 


1 ] fi ит 
MT TAT ар ОЕР ; 7 iat, cars miii 


y los valores propios correspondientes a ри, normados por la condición 
TL 1 = 1, son aquellos elementos fo. ll fo || = 1, y sólo aquellos, en los 
cuales la Jorma cuadrática (Af, f) sobre la esfera unitaria alcanza su 
ча superior. 

Con el objeto de demostrar el teorema 1 es suficiente señalar, on 
virtud de los lemas 1 y 2, que A |] = N, donde N = sup 


Тр Р | = max (1m |, M). йл. 


Ў 
mo se ha mostrado arriba, N 0 
por lo que sólo nos queda establecer la validez de la igualdad inver- 
= Арл, 

Ya que para todo gc II (Ar. ISN Yel, y como 


(Af ж), fe f m Af 104 Ae ID +2 Ro Mf. fado 
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para cualesquiera fi y js de H 
Тво (ар, [eo АФ ld. fi 3 US А0 


AA Is ВАА ар 
АТСА А 


Haciendo en esta desigualdad f, 


VI, уг Af, donde | es 
un elemento arbitcario de I, obtenemos | A/S (АДР 


+ ЛАЛЕ), do lo cual se deduce que ВААР Por 


таре. El teores queda demostrado. 
este modo, los conjuntos 
Mar Mar o 
ore % 
de números característicos y de elementos propios, que les correspon- 
"lon, son no vacios para cl operador autoconjugado totalmente con- 
tino A эё 0. En esto созо, todos los números característicos son 
realos y el sistema do elementos propios puede considerarso ortonor- 
mal, puesto quo los elementos propios que corresponden a distintos. 
números característicos son ortogonales, mientras que el número 
finito de elementos propios Imenlmente independientes, que co- 
responden à un número característico, puede ser опоо. 

A ч operador autocongado totalmente continue quo acta 
do H en II. Designemos por H, un subespacio del espacio И, com- 
puesto de los elementos / que son ortogonales a los primeros n elemen- 
dos propios del operador А: (f, e) = Des 

ra todo f do H, el elemento A/ también perteneco a In, puesto 
D= U. de) = EU. e) = 0. cualquiera que sea {= 
, п, Esto significa que A puede considerarse como operador 
io de Hilbert que actúa de H, en H,. Es, por supuesto, auto- 
conjugado y totalmente continuo. Sus números característicos y ole- 
montes propios correspondientes coinciden con los números caracte- 
rísticos „уу, риса y los elementos propios correspondientes еп, 
«уу del operador A que actúa de H en H. Por ello, según el teorema 4 
aplleado al operador А que actúa de H, en Hn. tenemos 


А n 
E OA. 
FA m 
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Si ol operador А es no negativo, 
ue, 6 


2. Desarrollo en la serie de Fourier según los elementos propios. 
del operador antoconjugado totalmente continuo. Examinomos un 
sistema ortonormal (4) compuesto de los elementos propios del ope- 
rador autoconjugado totalmente continuo A que actúa de Н en H, 
A чё 0. Sea P, un dor de proyección ortogonal en el subespacio. 
7 Car ey elementos ej, ..., e, у sea А, = A — AP, = 

El operador A, ез lineal y acotado: || A, Il СПА. 

El operador P, es permutable con A, puesto que para todo [€ At 


ADM Аат edt) m fit ee fen 
Банке ( ihat Rm 


mih Amat se Ае) ео 


(Ah ep a+ <. HAN. es) tm РА}. 


Ya que los operadores А y Pa son permutables y antocon 
godos, "AP, "seti un operador autoconjugado: (AP) — РУАН 
= DA AP. Por esta razón, el operador An ск también avlocon- 
jugado. 

Ademis, es totalmente continuo, por sor la sumo do dos oporado- 
тез totalmente continuos, a saber, el operador А y el operador de 
dimensión finita AP, = Р.А. 

Pora todo /€ IT tenemos 


Am A= Уе © 
ө númoros Hats. <. y elementos enn, <. , su los números carac- 


torísticos y los elemantas propios correspondientes del operador A. 
En efecto, dado que (ey. ¢+) — 0 cuando ke p. en virtud de (б. 
» MITT 
pera pd tomas deep denm D “рө ле 

El operador A no tiene otros números característicos, Sean, al 
contrario. н y € el número característico y cl slemenio propio, 
respectivamente, me = е, pon p n 1. Multiplicando 
do modo esenlar esta igualdad por ex, Ё < n, obtenemos (e, e) = 
= (Ane es) = p (e. due) = 0, puesto que Aue. = O cuando 
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k < n. Por esta razón, en vista do (8), Але = Ae. es decir, рде 
De este modo, р es un número característico y €, un elemento pro 
pio del operador A. Como todos los números característicos del opera- 
dor A están contenidos en la sucesión (3), y da k= 
== 1; .. .. л, entonces p coincide соп uno de los 

Puesto que ну, es el menor número característico, por su valor 
absoluto, del operador An, en virtud del teorema 1, tenemos 


ral TT о 


Cuando las sucesiones (3) y (4) son finitas y se componen de m 
elementos, entonces, eu virtud del teorema 1, el operador А„= Ô, 
puesto qué no Чеде números característicos. En esto caso, А = АРн 


п operador de dimensión finita, cs decir, para todo f € H 


A= Siam Sana. & 


Supongamos ahora 
у de la correlación (10) 


Jas sucesiones (9) у (4) son infinitan, Do (7) 
А párrafo antorior so deduco que [| А, || -> 


undo n=. Por lo tanto, para cualquier f €H | Anf I < 
SE IVA, II 022-0 cuando n — соу es docir, para todo / € H 
Apo иш AP, = Уа 9 
i [uu ЕП 


Asi pues, queda demostrado el siguiente importante teorema 

"тковкмл 2 (teorema de Hilbert —Schmidt). Sí А es un operador 
autoconfugado totalmente continuo que actúa de Н en H, y si f es un 
elemento arbitrario de Н, el elemento Af se desarrolla en la serie de 
Fourier (9) (6 (8)) según el sistema (4). 

En lo sucesivo necositaremos varios corolarios del teorema de 
Hilbert — Schmidt. 

De acuerdo con el lema 2, p.6, ў 2, la serio de Fourier 


S ле, do un elemento arbitrario [ЄН según el sistema orlonor- 
wal (8) ов convergente em H. Por consiguiente, Але 
= J hides. Poro. f de mf em Ав) = (Af, e) = (Аму. 
Por ello, en virtud de (9), tenemos 


AU- X ode. 
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Si el operador А tione su inversa АЧ, de la igualdad (10) se 
deduce 


1= һе 


para todo elemento f € H, lo que significa que en esto caso el siste- 
ma (4) es una base ortonormal del espacio И. De esta manera so ha 
Iu c »perador igado totalmente conti- 
conoranio 1. Si un o autoconjus < 
ua А, que achia de H en H, tiene operador inverso, el айта (4) 
será una base ortonormal del espacio Н. 
En sl caso general de la ecuación (10) sólo se deduce que para 
cualquior elemento f € H existe un elemento e, € H, Ае, = Û tal que 


taat X he an 


El conjunto 9t de elementos g € И, para los cuales Ag = 0, os 
un subespacio del espacio Л; todo elemento de 9i distinto del ole- 
mento nulo, es elemento propio del operador А correspondionto al 
valor propio nulo. Al suponer que el espacio H es separable, podomos 
construir en Runa base ortonormal numerable e;, ej (compuesta. 
de los valores propios del operador A correspondientes al valor pro- 
pio nulo). En este caso, do (14) se desprende que para todo f € 4 
Меп lugar el desarrollo 


1=E4+3 he. 


donde fh = Y, eh). 
Do osia manors, so establoco ol - 
соолто з. Para operador autoconjugado totalmente 
contínuo A del espacio separable (de Hilbert), que actia de H en H, 
existe una base ortonormal del espacio H cuyos elementos son valores 
propios del operador A. 


вот 
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En el capítulo precedente fueron introducidos los conceptos de 
los espacios de Banach y de Hilbert, Estos conceptos sólo so basan 
sobre clortas correlaciones entro elementos: bosta introducir opera- 
ciones de adición de los elementos, que satisfagan ciertos axiomas, 
y де multiplicación de estos elementos por 
о, correspondientemente, por un producto escalar. La naturaleza de 
os elementos de estos espacios no es de importancia y las afirma- 
clones generales obtenidas en el capítulo precedente son aplicables. 
а todos los espacios, cualesquiera que sean los elementos quo los 
componen. No obstante, las propiedades generales mencionados no 
Son suficientes para la torfa de ecuaciones diferenciales. Al estudiar 
las ocuacionos diferenciales en derivadas parciales, resulta natural 
examinar los así llamados espacios funcionales, es decir, los espacios 
cuyos elementos son funciones de л varía bles, realos en 61 caso que se 
considera, 

En el presento capítulo iatroduciremos varios espacios funcionales 
y obtendremos algunas afirmaciones acerca de Ins relaciones mútuas 
entre ellos quo nos permitirán de unas propiodades de los elementos 
establecer otras de sus propiedades. 


$ 1. Espacios 
de funciones continuas y 
de funciones continuamentediferenciables 


1. Espacios normados C (Q) y C* (0). Examinemos un conjunto 
E) dotadas las funciones continuas on Q (Q os un dominio acotado 
del espacio Ry). Anto todo indiquemos que este conjunto es un espa- 
cio lineal. 8e comprueba directamente quelo funcional max 1/09), 

E 
definida en C (0), satisface todos los axiomas de la norma (p. 2, 
32, р. Пу max [lo lel зах |У А) АӨ 
E B 


<I 1+ fat) para todo zEQ, porlo tanto, max Ifa (2) + 
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+ ва f I+ max faa) i maz Y (a) (>00, y 
E E E 

max | / (2) | = 0 sólo cuando f (s) = 0. Por consiguiente, en С (0) 
¿puedo introducir la norma. 


Meam mex ШШ w 


La eê según la norma (1) es una convergencia unifor- 
mo on Q. 

El espacio С (0) con la norma (1) es de Banach, puesto que, según 
el criterio de Cauchy, una sucesión arbitraria de funciones de € (O), 
fundamental en la norma (1), converge uniformemente hacia cioria 
función de C (Q). 

Como toda función continua en Q es, de acuerdo con el teorema. 
do Wolorstrass, un límite do cierta sucesión de polinomios que con- 
vergo uniformemente en 0 (es decir, en la norma (1)), cl conjunto de 
todos los polinomios cs siempre denso en С (0). Mas, un polinomio 
arbitrario puedo sr, a ' vez representado como el 

in de polinomios de coeficientes reales que converge uniformemente 
en 0. Por esta razón, en С (0) un conjunto numeroble de todos los 
polinomios de coeficientes reales es también siempre denso. Esto 
quiero decir que el espacio € (O) es separable. 

Examinemos en С (O) el conjunto С (0) compuesto do todas las 
funciones que se reduceo a cero en el contorno д0 del dominio Q. 
Evidentemente, C (Q) es una variedad lineal en C (Q). Esta variedad 
в cerrada (en la norma (1)), puesto que una función do C (Q) sirvo 
de límite para la sucesión de funciones de C (Q) convergente unifor- 
memento en Q. Por lo tanto, C (Ü) es un subespacio del espacio С (G). 

Exowinemos ahora en C (0) los subconjuntos C(O), k = 1,2,... 
compuestos de todas las funciones que en el dominio Q tionon todas 
las derivadas do wn orden hasta Ё inclusive y estas derivadas son 
continuas en O. El conjunto С^ (0) os un espacio lineal. Además, 
en С" (Q) se puede introducir la siguiente norma 


laz 2, max] О (n a 
o eg 


La convergencia según esta norma es uniforme en O para las fun- 
ciones y para todas sus derivadas hasta el ¿ximo orden inclusive. 


Es vidente que el espacio C* (0) (con la norma (2)) es do Banach. 
P 
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Sea ө» (|z — y 1) cierto núcleo de mediación (véase el cap. 1, 
Introducción) y f ЄС (@). Examinemos, рага />0, la función 


hire [bm (1r z€B,. С] 


Las funciones fa (а), A 2» 0, se llaman funciones medias para la 
Tonción f (2) (лейте mediadas para Г (2). Dela aedis а) del 
núcleo de mediación y del teorema 7, р. se deduce que 
RO CC) сымша que, sda a3 d. iens ETE 

‘respecto 


fora de Q (0 es la unión de las polas (lz — 2° |< h) 
atolo e O. 

Mostre cuando f € С @), la fanción fa (z) tiende a f (9, 
NA que LE оаа fa (3, ande a f (0, 
ario del dominio CR Ha 

'Bfectivamente, 


dicientemento pequeños (menores que 
ta distancia entre 20 y д), de ls propicdadas V) c) y a) del mé 
de mediación tenemos, cuando z € 07: 


M1 
f Matsa f ette 
pres 


«me, fll | аи) 
pn AR 
БСН 
ЕТА 


Por consiguiente, de la continuidad uniforme de / (2) en Q obte- 
nemos: 


Vh flogy 0 cuando A 0. 
Ya que, para f € C (0), cuando 2Є0' y h suficientemente pequeños, 
Diham HONÊ Url d 


A |е) 
E 
-j Def) llr—y ld [a]. 
entonces, de la afirmación demostrada tenemos: 


sif € C* (д), para cualquier Q' ¢ Q 
Mín — f M zz + 0 cuendo h — 0. 
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2. Fórmulas de integración por partes. Supongamos que en el 
dominio Q (contorno 20ЄС') está dado el vector A (z) = (А, (2), -.- 
<, An (2)) cuyas coordenadas A, (2) €C(Q) C (Q), £1, ..., л. 
Del curso de Análisis se sabe que si la función div А(2) а 
= 1+... +- os continua en 0, o, incluso, integrable res- 
pecto а Q, tiene lugar la siguiente fórmula de Ostrogradakt; 


tamem | contar, [2] 


donde n es un vector unitario de la normal a] contorno 20, exterior. 
FX rrr 

Sea и (2) ЄС? ( e (0), С' (б) y sea la función Au = 
ИДО, DR зве ааа ы 
= div (094) — VUVAVUYo = usus, +... . 4 Ux,Ds,), entonces, 
de acuerdo con la fórmula de Ostrogradski (4), tenemos. 


рече fo as f evet, e» 


ө qu vun yd] 


Si las dos funciones, u y v, pertenecen a С? (Q) N) С' (Q), y las 
funciones Au y Av son inegeables en Q, а la par con (5) ties logie. 
"vla 


[utet [ean [ me (5) 
а 
au Eistrayendo, término а término, ($) de (5), obtenemos la igual- 


[ео 


Tas fórmulas (5) y (6) llevan el nombre de Green. 


ж). 0 


$ 2. Espacios de funciones 
Integrables 


Como hemos mostrado arriba, el conjunto de funciones continuas 
еа 0 es un espacio de Banach con la norma max |/(s) |. Sin 


embargo, resulta frecuentemente más cómodo examinar en esta 
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conjunto normas integrales, por ejemplo, (1/09 Idz ó ( [17 (2) га! 


(no es difícil comprobar que en este caso se cumplen todos los axiomas 
de la norma). Examínemos un espacio con la norma | [1 1 dz, 
cuyos elomentos están constituidos por funciones continuas en Q. 
Este espacio normado no es completo. En efecto, de la definición 
de la integral Jebesguiana so deduce quo para toda función f (z), 
integrable en el dominio 0, existo una sucesión f, (2) de funciones 
continuas en O que en la norma dada converge hacía / (z): 


i ln (2) — 1 (2) [dz 0 cuando m=» оо. Esto significa que si 
losoamos obtener un espacio normado (de Banach) completo, con la 
norma È Y (a dz, que contenga todas las funciones continuas 


(o, incluso, indefinidamente diferenciables) eu 0, hemos de incluir 
Sel todan las funciones Integrables en Q. Poro, on oste caso, la fun- 


cional Í Û (z) | dz deja do ser la norma, puesto que no satisface el 


último axioma (véase p. 2, 82, cap. 11) de la norma, ya qi [иет 


pers toda (a) = O casi siempre 0, 
Sin embargo, en virtud del teorema 3, p. 4, $1, сар. LI, la igualdad. 


V (д)! de = 0 es válida sólo para aquellas funciones / (x) quo son 


ctp. o bion (lo que de hecho os lo mismo) introducir una nueva 
definición de la igualdad de funciones: las funciones son iguales, si 
sus valores coinciden en cast todo punto. Puesto que resulta más cómodo 


operar con las funciones que con sus clases, en o sucesivo considerare- 
mos iguales las funciones cuyos valores coinciden en casi todo z 
(y no necesariamente en todos) de Q. Como con tal definición de la 
igualdad de las funciones éstas no varían, al variar arbitrariamente 
sus valores en cualquier conjunto fijado de medida nula, en esto 
сазо, es natural considerar que las funciones están dadas casi siempre. 
Además, si una función / es nula casi siempre, la consideramos fun- 
ción nula. Análogamente, si una función coincide en €.t.p. con otra 
función continua definida en todos los puntas, la primera se conside- 
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тагй función continua. Si dicha función coincide casi siempre con la 
función definida en todo punto y continuamente diforenciable hasta 
el orden k, la consideraremos continuamente diferenciable hasta el 
simo orden. En conformidad con la noción introducida de la 
igualdad, por elementos del espacio C* (0). k 2-0 también tomare- 
mos las funciones que son continuamente diferenciables hasta el 
k-ésimo orden y están definidas casi siempre en Q. Es decir, una 
función f (2) pertenece a C*(Ọ), si coincide en casi todo punto con la 
función definida en todo punto de б, y continúa en Q junto con todas 
las derivadas hasta el k-ésimo orden inclusivo. Aquí, por valor on 
sierto punto de un elemento en el espacio C (Q) (у, con mayor razón, 
de la función en C* (0)) vamos a entender el valor que toma en este 
punto una función continua que está definida en todo punto y coincido 
casi siempre en Q con el elemento citado. 

1. Espacios L: (Q) y Is (Q). Examinemos un conjunto de fun- 
ciones do valores complejos que son intogrables en Q. Es evidente 
que esto conjunto es (incluso en la nueva comprensión de la igualdad 


de funciones) un espacio lineal y la funcional үө dz satisfaco 


todos los axiomas de la norma. Designemos con 


l^ (©) este espacio 
lineal normado: 


ШУЫ f Iz. 


Dosignomos mediante L,(Q) ua conjunto de funciones medibles 
de valores complejos (recordemos quo las fancionos que coinciden 
usi siempre se identifican) en las que el cuadrado del módulo es 
integrable en el dominio Q. Mostremos que L, (0) es vn espacio li- 
"cal. Sean cy ye, números arbitrarios y, f, (2) y Ja (2) ciortas funciones 
arbitrarias de L,(Q. Dado que waa función modiblo c, (2) + 
йыш), satisface la desigualdad ал (2) + ede Pac 
SE t LU Uy da le ГӘР, atono, serio al orem 5, 
5-6, $4, cap. П, la función | eif (2) + esfa (2) 1 es integrable, o sou 
а (9 + esfs (2) € La (Q). 

Una fonción А (873689. өп la que fi() y 8) пепо 
A La (Q), es integrable, por ser medible y jf, (2) f (1 < 4 (Ia (2) P+ 


Ih (2) P). Por eso, a un par de funciones f, y fa se lo 
asignar ol número 


Ф. Әә | һал. [2 
E 
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Es fácil comprobar que la fórmula (2) define un producto escalar 
en La (Q). Una norma engendrada por este producto escalar tiene 
por expresión 


Venom (fure p an^. [7] 


Siendo |f |= 171-1 <$ (17+ D, en el caso de un domi- 
nio acotado Q Ja función / (z), perteneciente а La (0), pertenece 
también а L, (Q). Esto quiero decir que para un dominio acotado 
La (Ф)с 1, (0). Es evidente también que С (QC L, (0) L, (0) 
а ol caso do un dominio acotado Q. 

¡rones Lo (Q) es un espacio de Banach een la norma (1) La (Q) 
es un espaelo de Hilbert con el producto escalar (2). 

Para demostrar el teoremo es suficiente establecer que los espacios 
La (Q) y La (0) son completos en las normas correspondientes. 

^. Supongamos que una sucesión fas k = 1, 2, . .., de funclonos 
pertenecientes а L, (O) os fundamental en L, (O), es decir, para todo 
8 > 0 existo un número N (€) tal que li fa — fn la < t, cuales, 
quiera que soan k, m > N (e). Tomemos e = 27. siendo k un núme- 
To entero, y designemos con Ma el número (2), y sea, además, 
Na < Му, Entonces, pam m > Na 


[E % 
y, en particular, р/н, — Ја, алд 2^. Por oso, da sorio 


Mm m Ino, converge. 
Por consiguiente, según el corolario del p. б, $1, c 
de Q la serio (Qm) converge hacia cierta función 


do L, (Q) y. consecuentemente, la sucesión fry, ker, 2, ... con 
yum siempre en Q, cuando k-» ос, hacia cierta función /Є 
ELO: 


И, en лр. 


ӘӘ, km. 
Mostre: es — 0, ndo m+ оо. Efoctiva- 
Bir qi y ED mdr „Аай ы 
Maim lao < ln mf ls Mn, — Im line & 2:27 27. 
Pasando desigualidad al límite k- оо y basándonos en 
alima ao alou (eina 4, p. б, } 1, сар. LI obtendremos i dua 
gualdad jl fm — f irig < 28", que es válida para todo m > Ny. 
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Para m suficientemente grandes podemos escoger un número r lo 
suliciontemente grande y, por ello, Ilm — / ао > 0 cuando 
m5 ce. As име, La (0) es un espacio completo. 

2, Supongamos ahora que las funciones de una sucesión f, (2), 
k= 1, 2, » - pertenecen a Ls (0) y esta sucesión es fundamental en 
la norma de L, (Q). Como al demostrar la primera porto del toore- 
ma, hallomos uns sucesión numérica M, < Na <... < Na &.-- 


al que 
Mio, — lulia <2^ СЙ 


para todo mz» Ма, y, en particular, |y, fu ыд < 2^- 
De la dosigualdad de Buniokovski se deduce que |м, — fN, Пика) < 


< VIO s, — fv ше < VTG] 2 y, por eso, existe tal fun= 
ción f(2) € La @) que л, (2) => / (2), cuando ke eo en c.t.p. de Q- 
Por lo tanto, también |f, P -» 17Р para A => co de Q- 
Además, 


lalo < M 7 ио luno < +N haa 
Por eso, según el lema de Fatou, / (2)Є La(Q). 


Mostromos que | /„— lise — O cuando m+ оо, Para m > Nr 
ار رہ س ا‎ ретте que ov dede ТТЫ 


Mm Pn, M < Mm fw, lao M Pn, — for ао < 27. 


Pasando en osta desigualdad al límite pora k— co, bosindonos en 

юп obtonemos otra vez la desigualdad (Im — о < 

С 21", que es válida para todo т > N,. Como el número г puede 

E у suficientemente grande y, «i m es lo suficientemente: 

gene, obtenemos que (x —/ a+ 0 озо m- oo. 
бана geris давалі. 

onsenvaciox. Notemos que al demostrar el teorema 1 hemos 
establecido simultáneamente la validez de la siguiente afirmación. 
De cualquier sucesión de funciones convergente hacia cierta función 
den La (Q) o en Ly (Q) se puede extraer una subsucesión que converge 
hacia ] en сай siempre. 

d Densidad del conjunto C (O) en La (Q) y La (0). Separabili- 
dad de los espacios Li (Ф) y La (Q). Continuidad 
elementos en Z4 (Q) y Le (0). 

ткойкыл 2. Un eee de funciones continuas en Q es siempre. 
denso en La (O) y Ls ( 

T. Su une Тий () € La (O). Sin disminuir la generalidad 
de nuestros razonamientos podemos considerarla de valores rea 
ersnesiente a A, (O); En oste caso, según la definición de integra 

idad do la función / (2), existe una sucesión de funciones Ja (2), 
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4 = 1, 2, < .... continuas en 0, que posee las propiedades siguientes: 
fit) df) en etp. de O, y pepe cuando k> 00, 


Como 1 Mh lds = i 3) dz, resulta que 117 — fi o nO 


>0 cuando k— оо, Lo que se trataba de demostrar. 

2. Sco una función f (2) € L (0). Entonces, pertenece a La (Q). 
Igual que on el primer caso, podemos considerar que es una función 
de valores reales de A, (Q). no negativa casí siempre. Tomemos una 
sucesión monótona no decreciente f, (2), k = 1, 2, . . ., de funcio- 
рев de C (0) quo en c.t.p. converge hacia / (s). Al sustituir, on caso 
de necesida por la otra, fi (2), k = 1, 2, uu 

jodemos considerar las funciones / (2) adicionalmente no negativas. 
ro entonces, ft (s) t f (2) en c.p. de Q cuando k— co. Según 


la definición de la integral, de la función f* (z) se tiene que i har 


=} füz, es docir, ШЛ lao N Uter Puesto que Af < 


<Р, según el teorema de Lebesgue (teorema 6, p. 7, $ 1, cap. П), 
lim (s Maa 11 (Реа Esto quiere decir que ifa — 7 По = 

T iho —2 i Dato +S llo, 0 para k oo. El 
teorema está demostrado. 

Indiquemos que sí una sucesión de funciones de C (0) converge. 
hacia cierta función en la norma del espacio С (0), será tambión 
onvergente hacia la misma en las normas de los espacios £a (0) 
y L (Q). Por consiguiente, toda función continua em Q puede sor 
aproximada mediante una sucesión de polinomios con coeficientes 
racionales en las normas de £a (0) y La (Q). En esto cnoo, del tooro- 


ma 2 se deduce que un conjunto numeral a соп соей- 
iontas racionales о siempre denso en Za (0) у La (Q). Es decr, tiene 
lugar 


ns función (oJ perstat al paci Lo fO) (y prolongada 
ina función / (т) inte al espacio Ls 
por oaro taara de Qj e lue continue an Ta mall (ud él) o n le 
логта del espacio Ly (Q), si para todo к > 0 existe un 0 > O tal 
тш e Fo — Г) 1 ыа < e, cualquiera que sea t | | < 8- 
"Una función 7 (z) perteneciente al espacio La (0) (y prolongada 
por caro fuera de Q) se llama continua en la media o en la norma del 
o Е 
T < е, cualquiera quo se 1. [£ | < ê. 
Del teorema 2 sé deduce la siguiente afirmación. 
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тговкма £, Toda función de Ly (Q) es continua en la media (cuadrá- 
teal, Toda función de La (O) е Continua en le теа, 

Son una función f € Ls (Q) (cuando f € La (Q), la demostración es 
la misma). Tomemos el número a >0 tan grande que Q ES. 
donde S, os una bola {| | < a). La función F (2), que es Igual 
a 0) cuando = € O, y es mula cuando z € Sia ` O, pertenoce a 
La (Sas), puesto que f (z) € Le (Q). Tomemos e > Û arbitrari 
Debido al teorema 2, existe una función F (z) que es continua. 
Sia y que satisface la desigualdad Il F (2) — F (2) ш < 
< 0/3. A cuenta de la multiplicación de la función F (z) por una 
Función cortante adecuada del dominio Sa, se puede considerar que 
P (a) nm 0 para todo z € Saa N Sg. Por ello, para |] «а || F (z + 
+23 – = 2) dame = ПР ()—F ( lues <l. 
Ya que la función Р (2) cs uniformemente contínua en Saa, oxisto 
wn 8 >0 (6 <е) tal que || P (z-- 2) —F (2) llasa < 0/3, 
una vez quo |z| <8. Por lo tanto, cuando |z|«có 


Meta- fG liso VF (3-9 — FG rana < 
«IF Gen Род Пав IP G2) - PG) Maso + 
FOIT Flan e PA SE 


El tcoroma está, demostrado. 

3. Mediación de las funciones de Z, (Ф) y La (Q). Рага los fun- 
ciones de L, (Q) i La (Q), lo mismo m poro las funciones de С (0), 
So green definir funciones, mediadas. 

ea o, (| x — y |) un núcleo de mediación (cap. 1, Introducción) 
y ө f G) € La (0). La función 


h ө-} 1@ф®@г—убд. һ>0. [7 


se llama función media para la función f (función mediada para f). 

De la propiedad a) del núcleo de mediación y del teorema 7, 
p. 7, $4, cap. 11, se deduce que fa (а) € C™ (R,) para h > 0. Además, 
fa (2) =0 fuera de O. 

‘nonga з. Cuando f(x) € La (Q) (La (O), Uta — f ко +0 
(MIs — f ше + M, si A O 

La demostración do ambas afirmaciones ев análoga, por lo qu 
nos delendremos, por ejemplo en el caso f € L, (0). Vamos a consi- 
derar que la función f so prolonga por cero fuera de 0. Las pro] 
des b) y c) del múeleo de mediación, la designaldad de Buniakovski, 
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la propiedad d) dol núcleo de mediación, aplicadas de manera con- 
secutiva, nos dan: 


Ipta-ter- 
=| | әке) | tz- 
iei vede 
< | arma j Ula 
iie edes 


cx XA MG 2-1 Gps. 


туара en ari dl jac е Ф. t 
cap. I), 
сюн 


V His | de i [d 
mA 
-5 i dsjueen-iepBés 0 
uba à 

'Tomemos arbitrariamento s> 0. Según el teorema sobre la 
continuidad ел la media (teorema 4), habrá tal 6 > 0 quo || f (x + 
+a) — f (2) ае s que |21606. Por esta 
< 


inción fa 
modionto la fórmula (5), donde o (|z—y]) 


mientras gue өү}. — 0 <<, os una función por Indefinida 
mente diferenciablo que es nula cuando |t]>1 y para la cual 


tiene lugar È о, (12) deo 1 (compárese con la definición del núcleo 
de mediación өп la Introducción, cap. 1). entonces el teorema 5 
es también válido en esto caso. 
1, oras a, El јето С" ( es siempre denso en La (0) y en 
“шет, (Q) (à caso en que / € La (O) es análogo). Fjemos 
itrario. 


e>0 acuerdo con el teorema sobre la continuidad 
absoluta do la integral lebesgulana (teorema 9, p. 10, $ 4, cap. Ш), 


existe tal 82-0 que $ Расе. 
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Fato significa que la función F (z), que es terminal en Q, porteneco 
O y de ial a fe) para 2E Co y nula para, r£ QS Qe sai 

unidad. |, <e/2. En virtud del teorema 5, 
se puedo hallar he > Û tal guo Раа par todo бс 
X. Cuando h es lo suficientemente pequeño, la función media Fa 


pora la función terminal P pertenece al conjunto б” (0) y 
VW — Piso M Ро P— File $ + =e. 


El teoroma está demostrado. 
Puesto que para todo k 20 tenemos б” (0) = С" (Q) = La (Q), 


275 des & ©) son siempre densos on Z, (Q), cualquiera que 
soa k >0. 
os lineales Гл, ае» Lsien Designemos mediante 
Eye E apate da AM E IS ni 
Q Sirictamente interior eon rolación al dominio Q, Q' С Q. 
Designamos mediante Ls, w (Q) un conjunto de funcionos modi- 
los en Q еп las cuales el módulo del cuadrado es intograble en cada 
жеши Q eritacenta interior ош relación + Q; eO. 
Está claro que Lı, ¡os YI, son ospacios lineales. 
Además, Za (0) La, ml 9, 1.0) < La о (0). La función 
L por ejemplo, perteneco а Li (|11) y al 


fli) qm tado m mime tone li pere 
ЕЗ) alo cunado me 1 у а Таг s. эме cuando 
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1. Propiedades más sencillas de las derivadas generalizadas. 
Supongamos que una función f (2) continua en Q tiene una derivada 
f. (2) continua en Q. Entonces, para cualquier función g (z) Є 


€ £^ (Q) tione lugar la igualdad 
{ [o $ [л 


Resulta quo mediante esta igualdad so define completamente la deri- 
vada fx, de la función f: no es difícil mostrar que si para la función 


continua / (z) existe una función continua hy (2) tal que con toda 
4 (x) € C (Q) зе cumplo la igualdad 


[s - ias 


s 


entonces la función f(z) tiene en Q la derivada fs, y para todo x € 
€ Ola, = hı. Así pues, valiéndose de la iden vede dar. 
otra definición para la derivada де equiva- 
lente (en la clase de f . Si en la 


integrales on (4) en el sentido de Lebesgue, amplia 
modo la clase de funciones para les cuales podemos latroduelr la 
noción de Ја derivada; la función h, se denomina derivada genora- 
Ила да de la función f Ло а z, en el dominio Q. 

Sea а = (ay... су} un vector cuyas componentes son enteras 
по negativos. Una función е (2) € Za, we (0) se lama a-ésima deri- 
vada generalizada en el dominio 0 de la función f (2) € La. 10 (0), 


si para cualquier función g (z) Є C'*! (Q) tiene lugar la igualdad 
лоо) а-у" f Ford. o 


в la función / (2) puede tener solamente 
una derivada generalizada /® (2) (recordemos que las funciones se 
nn iguales н coinciden e c.) 

7 (=) y fe (2) dos derivadas genoralizadas do lo 

fusco 7 (5) En vila de Bl, уыз va subdonlalo агынан 
fijado 07, @' € 0, y una fonción arbitraria g (2) Є б\ө! (7) tono- 


mos la ij asi | E: Pero, fe— (€ L(Q por lo 
cual, on virtud del teorema 6, p. 3 del párrafo anterior, ff ff = 0 
en ctp. de @ y. por lo tanto, en ср. de 0. 

Sea una función f (z) C C'* (Q). De la fórmula de Ostrogradski 
tenemos la igualdad 


[rere 


porra [] 


ra cualquier función g(z) € Ci! (0). Es decir, la función / (2) 
[A Ade er rond 
Jer. da función / (2). ual a una осме (а сз ру an Q, admito 
cualquier derivada generalizada fe (2) = 0, la |> 0. 

En lo sucesivo vamos a designar mediante D f la derivada gene- 
ralizada f* de la función f. Рага las derivadas generalizadas (ргїп- 
cipalmente, de los órdenes primero y segundo) emplearemos también 


los designaciones Ja, fap -o Fe 
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К) 
Como para las funciones suaves £ (2) la derivada ¿ZE 
по depende del orden de derivación, la derivada generalizada tampoco 
depende del orden de derivación, lo que se desprende de la unicidad 
de la derivada generalizada y de la fórmula (2), 
De la definición Inmediatamente so deduce también que si las 
funciones / (z), ¿== 1, 2, admiten derivados generalizados DJ 
1а función ejf, + es), siendo las constantes cy arbitraris, tiene deri- 
vada generalizada De (cif, + суу) = суре}, + суре}, 

zirto +. Una función f (2) = | s, [ento bola Q= (| z | < 1} 
admite primeras dorivadas generalizadas /j, = Sign Zy, Jj, = O, Û = 
-2.4n 


En efecto, pora eualquior función g (2) € 


[Unido [tn tn 
ES e 
donde Q* = ОП (x, > 0. 0- = Ql (,<0). La fórmula de 
Ostcogradski nos da (zi, £ = 0 sobre д0 y cuando з, = 0): 


[еа ELT [еее 
e $ 


Por ello, una derivada generalizada de la función | z, | respecto a zy 
existe y es igual a la función sign зу. Ya que, pora 12-2 


[rnt nm [anres - [os 


la función | ту] admito derivadas generalizadas respocto a ¥, = 
=2,.. п, iguales а cero. 
íquemos que en el dominio Q la función | z, | no tiene deri- 
vadas clásicas respecto a z, (cuando z, = O, la derivada no exist 
такше 2 Una función / (2) = sign z, tiene en la hola Q = 
= (12 | < 1) primeros derivadas generalizadas /,, => 0, è = 2, ..- 
г. п, pero no admite derivada generalizada fz,. La existencia de 
Jus derivadas generalizadas f4, i = 2, . Хе establece de la 
misma manera que en el ejemplo 1. Demostrenos que la función 
по admito derivada generalizada respecto а ху. Supongamos, а 
contrario, que existe una función ш € Le. o: (0) quo es derivada 
generalizada de la función / respecto a zj. En este caso, para una fun- 
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ción arbitraria £ (z) € С (0) tiene lugar la igualdad 
Jae] (siga z) Za de ~er jae 
+ 


=2 | dnde ® 

rium 
De esta igusidad se desprende ante todo quo o = O (casí siempre) 
en Q. Efectivamente, sustituyendo en (i) ln función arbitraria 


que es nula en Q^, obtendremos Ja igualdad 
lo la cual se desprende que o 0 (casi siempre) en 


Fi) dzs... dz, =0. No obstante, la última igualdad no 
erem 
puedo tenor lugar para ninguna función g (2) EĈ! (0). 
La derivada generalizada Df, a diferencia de una derivada clá- 
sica, sa dofine por la entidad C) de manera global, inmediatamente 
. Sin embargo, en cualquier subdominio Q' < Q la función Def 
ín será derivada generalizada de la función f, puesto quo la fun- 


ción g (s), perteneciente a 211007) y prolongada por coro fuera de 

$. pan ed pe hecho, esta propiedad la hemos aprovo- 

о ya, al demostrar la unicidad de una derivada generalizada). 

4 la función f (2) tiene en Q la derivada genoralizada 

дим», [i e ба ыр) en Ос O; tene Del = 0 

Сан Siempre) on Q”. En particular, паа derivada guneralizada (si 

н) de a tención f (0) ушан «n Q (es decir, para cierto Q^, 

Q E Q, 1 (2) = 0 on ер. de ON 07), es terminal en Q y, por lo 
tanto, portenece a La ( 

Supongamos que la función f (z), perteneciente а La, os (0) 
tese deiode rara DA c. F y tomado T ind 
derivada generalizada DPF = б. En esto caso existe la derivada ge- 
neralisada. Df y, además, D**%f = б. 

En efecto, sen g (2) € É1=91(Q). Como D*g € С" 


Í Die аыр! DD dz 
A Beat a f а 
E] 


lo que se trataba de demostrar. 


Por esta causa, 
Def у, 


(0), tenemos. 
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A diforencia de una derivada clásica, la derivada generalizada 
Daj se define directamente para el orden [a |, sin suponer que exi 
ten las correspondientes derivadas inferiores. Mostremos que real- 
mente, las derivados inforioros pueden no existir. 

Tiboo: Ea uma bola @ = {| z | < 1) examinemos una fun- 
ción (s) = у (2) + 9 (2) en la que y (23) = sign гү. Do los re- 
sultados del ejemplo 2 se deduco que у (x) no admite las derivadas 
generalizadas fx, Y fg: 

Mostremos que, a pesar de esto, existo la derivada generalizada 


x: Tomemos uno función arbitraria g (z) € C* (Q). Tenemos 
Jed tnm a | topi 
і 


Como que 


[reine - Fundet 
ondo adsa 


00, 


у, por analogia. | 9 (1) Foro de =O, entonces 
і fisso dr mm | 0-Fdz. 
i 


Asi pues, la d күң existe y es igual a 0. 

2. Derivadas generalizadas y funciones medias. Criterio de exis- 
tencia, de la derivada generalizada. Supongamos quo la función 
ш) € Ls (O), ө, es cierto núcleo de mediación y 


= [eterna 


n>0. 


es una función mediada para la función f(z), f, (2) € С“ (Ra). 

kama 1. St una función | (2) de La (Q) tiene la de тега: 
lizada Df € L, (Q), para cualquier punte y €Q tenemos (cuando 
KS 0 es lo suflelenlemente pequeño): 


(Des (у) = реу, (у) 5 
y para el subdominio Q* © Q arbitrario, cuando h => 0 
VD*fa— D^f lus = 0. e 


St la función f (z) es complementariamente terminal en Q (y pro- 
tongada” or earo fera de O), la fórmula. (S) tene ugar para todo € 
0 (siempre que h > 0 sean suficientemente pequeños) y 

MD Цаа O cuando h 0. M 
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Sustituyendo en la fórmula (2), 2 título de la función g (z) el núcleo 
de mediación о, (| а — y |), y €Q, рага h>0 lo suficientemente 
pequeño (h es menor que la distancia del punto y al contorno 40) 
йене e virtud dal ma Тер, 7, $4, cap. П, la fóre 
т 


«е (0 Md 


er 16) Dio, 12 — y) de = Рм). 


Cuando @' € Q, existe А, > 0 tal que para A < ha la fórmula (5) so 
теайза en todo y € 07. En caso de que f (а) sea terminal (D*/ tam- 
bién es terminal en este caso y pertenece а La (0), existe, de nuevo, 
tal hy > 0 que para A < ha la fórmula (5) tiene lugar para todo y € 
€, Po gso, las correlaciones (0) y (7) so dspenden del teorema 5, 
P: онла. Si todas los primeras derivadas generalizadat de la 
función f son nulas, f = const. 

En efecto, cuando A son suficientemente pequeños, en cualqulor 
subdominio Q' @ Q tenemas Uada = O, 1 = 1... n. En virtud 
io (5). fu, = O, = A, .. y лек docir, para tales A fy = const = 
Г) «nO Dado que Ih- m [le 0) — f day => O cuando. 
A> 0 (teorema $, p. 3, $ tonces, Je (h) e (h) асот 
==] — 0 cuando hy, №, > O. Por consiguiente, 
Сй) fy converge uniformemente on ( (y. con mayor razón, eu 
у hacia clara constante, es deir, Ja const en Q^ y, por lo 
tinto, en Q. 

Viliéndonos del lema 1, demostremos ol siguiente criterio do 
existoncia de la derivada generalizada para la función / € La (0). 

‘TONE 4. Para que exieta la derivada generalizada Df de la 
Junción f € Ly (Q), es necesario y suficiente que para cualquier subdo. 
minio Q EQ, existan tales constantes CO) y he (O) que 
II Dh llegar, <C (Q), cualquiera que sea h < hs (07). 

La nedesidad está demostrada en el lema 1. 

Domostremos la suficiencia. Tomemos on sistema de dominios 
осе тео & .- © Q tal que cualquier punto z € 
pertenezca a cierto dominio 0, (y, por lo tanto, también а todo Qr 
para / > 0. Ya que || D^fy йд <C (0) para h< he (Qi), el 
conjunto (Dafa) para estos A es débilmente compacto (teorema 3, 
р. 8, § 3, cap. 11), Por eso, sé puede hallar una sucesión de valoros 
de hi po, dy RHO quedo k co, tal que la 
Sucesión 3 funciones Df, ү E = 1, 2, - « .. converge débilmo 
«в La (Q,). Por analogía, dela sucesión A, n, K = 1,2, . . .,se puede 


$ & DERIVADAS OENERALIZADAS СД 


extraer una subsucesión A, y, kem f, 2,..., tal que en La (Qa) 
la sucesión de funciones е, ү, k'= 1, 2, . . ., será deJconver- 
gencia débil. En este caso el límite débil de esta sucesión en Q; coin- 
cide, por supuesto, con el límite débil de la sucesión Defy, , k = 
=1, 2, ..., ete. La sucosión diagonal Defa, ,, k= d, 2, 
converge débilmente hacia cierta función o (2) € La, ie (Q) en ol 
espacio Ls (01), cualquiera que sea £= 1, 2, ... . Por lo tanto, ën 
T, (O) 1& sucesión Def, a, converge débilmente hacia w, chal- 
quiera que sea © & Q. ý 

Tomemos una función arbitraria g € Cta (0) y sea @' un dominio 
fuora del conl g (z) = 0, Q'E Q. Para todo Lord, 2... tene 
Jogar Ja igualdad 


[2 КС =н hal Tz. 


en la cual la integración se efectúa, de hecho, no en todo el dominio 
Q, sino en Q'. Como Ја sucesión ејд, y k = 1, 2, « . converge 
débilmente en L, (Q^) hacia ө, mientras que la sucesión fna, y = 


=1, 2, ..... converge fuertemente (у, por lo tanto, también débil- 
mente) hacia la función /, en esta igualdad so puedo pasar ol limite 
pera ko» оо: 

[s2- im posae. 


Esto significa q 


la fonción f tiene la derivada generalizada Dof 
igual a da funció к á 


El teorema queda demostrado. 
3 la de la derivada generalizada en una acumulación 
de dominios. En el p. 1 se ba señalado que si Daf es una deriva 
generalizada de la función f en Q, también será derivada generaliza 
de esta función en cualquier subdomínio Q' = O. El presente punto 
está dedicado a la demostración del siguiente teorema. 

rromeua 2. $ una función f tiene derivadas generalizadas Рә} 
qn los dominios Q, y Qs y si O, U Q, = Q es también un dominio 
(es decir, un conjunto conezo), entonces eri) existe la derivada genera- 
lizada Def. 

Tomemos un punto arbitrario z € Q. Ses S, (z) una[bola de radio 
p 2» 0 y con el centro en el punto z, mientras que py = min lz yl, 


y p= min |z—y]. Cuando #€Q, N Qu Seye (2) Qs SECO, S Qs 


Senis С. En el euo da qui = д, 
SR Sa) 2 б РТО O e Y nomines М 
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Todos los puntos del dominio Q los dividamos en dos clases: a la 
primera clase lo asignemos todos los puntos de Q.D. y aquollos 
puntos de 0, П Os, pera los cuales ру < Pas р = a la Segunda 
clase, todos los puntos restantes, es decir, lodos los puntos de QQ, 

los de Q, П Qs, para los cuales р, <p. P = ре. 
De esta manera hemos obtenido va cubrimiento del dominio Q 
es do primera clase, p < p,; si z porteneco 
а la segunda Pr 

Sea Q' un subdominio arbitrario estrictamente interior del domi- 

del cubrimiento 
Una parte de 


h< hy = min (А, (O). ho (OD) N Dla; С (00), АРРА ll su, < 
<C (Qi), donde fa es una función media para la función f on ol 
dominio Q. Por ello 


Поа ОЧА + 
Яа 0940100) 6007 


para todo A < he. 

Resulta, pues, que según ol teorema 1, ia función / admite una 
derivada generalizada del orden « cn Q (naturalmente, өп 0, y Ọs) 
que voineide con Def. El teorema queda demostrado. 

^4. Derivadas generalizadas y relaciones de diferencias finitas. 
Supongamos que una función / (z) es terminal en Q y pertenoco a 
La (Q). Prolonguémosia por cero fuera de Q y examinemos, para 
УО, una relación de diferencias 


CLA n 


п. Está claro que Sif(z) € Le (Q) рага todo h + 0. 
le LAO) G ea йоны pur cur lora de Qu 
entonces, para todo A de módulo suficiontemente pequeño (menor 
Que la distancia entro el contorno del dominio Q y eì del dominio Q'. 
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fuera del cual f == 0) tiene lugar Ја fórmula de «integración por par- 
tes» 


io 
- i А 


-rote 


а) а) F (2) dz = 


заль ie fiae 


(dro 


seas ZA is ene 


-—0 быша (® 
monza э. Supongamos que una función f (2), terminal еп Q, 
pertenece а La (Q). 
a) Si existe una derivada generalizada fs, siendo k=1, .. Ms 
para todo hs de módulo suficientemente pequeño М] н< 
Ifa lao, # además, 


|&M—fs Пы > O cuando A 0. (10) 


b) St existe una constante C>0 tal gue para todo hs 0 de 
módulo suficientemente pequeño Di C, entonces en Q existe. 
la derivada generalizada fn, de la función ] y, además, tiene lugar. 
la desigualdad | Is, оС y la correlación (10). 

DEMOSTRACION DE LA ArnotacióN a). Supongamos al principio quo 
[ Ù! (0). Sin perder la generalización, se puede considerar quo 

~n. En este сово 


а-о a, 


„ гь). Por consiguiente (sea, 


donde, como siempre, 2° = (т, 
para concretar, A 570) 


oes T еа T Hit 
de dondo 


fieret ў " ў ا‎ 


ELS 
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Integrando la última desigualdad respecto a z' € R,_,, obtenemos 


SIA an 
Luego, 


Bh | pa 


Por eso, 


[d 


"i ea tpa. 


سه ۾ 
EIE Ж‏ 
Integrando osta desigualdad respecto а ¥ Є А, а, obtonomos‏ 


n 
1,< | | ( e e). 2 


Las desigualdades (11) y (12) obtenidas hasta ahora para las 
tones LE Û (д) son válidas también para las funciones termina- 
Ls (Q) que tienen en Q derivadas generalizadas fx. Para con- 
lo esto es suficionte aproximar la función f (2) por su fun- 
ción mediada que tenga el radio de mediación p lo suficientemente 
queo, aprovechar para la última las desigualdades (14) y (12) 
ü función mediada soré terminal en Q) y pasar en ellas al inito 
cuando p > 0. 
De esta manera, la primera desigualdad del punto a), coincidente 
con (11), queda demostrada. 
(Соп objeto de demostrar la correlación (10) emplearemos al teo- 
тоша de la continuidad media (cuadrática) de la función perteneciente 
a Ls (Q) (teorema 4, p. 2. 52), del cual se desprendo que para cualquier 


ej 
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e >0 existe un número 6 = 8 (e) tal que si [| < |A | ê, se 
tione 
[ts iei _ ال‎ iage. 
га =, 


Por esta газди, de (12) se deduco la desigualdad 87—15, lac) 
v^, siemprej que |h|«6. La afirmaei está demostrada. 
MEMOSIRACIÓN DE La AFIRNACION b). Según el teorema 3, p. 8, 
3 3, сар. П, el conjunto (5), cunado | % зор pequeñas, es débil- 
mente compacto en L; (Q). Por eso, en él se legir una sucesión. 
lyf р = f, 2,..., que sen débilmente convergente hacia cierta 


апсіды о € La (Q) hp — 0 para p» 00. Además, о оС. 
Luego, en vista de (9), (05,), давет —( 8, слан cualquiera 


quist а función g (a) € Či), Cuando = el primer membre 
om 


tiondo a (4. g) y el segundo miembro, según el teorema 
„а (f, a). Por esta cansa, la derivada generalizado 
fa xiste y fn, = ө, El tooroma está domostrado, 
bién la afirmación siguiente. 
del espacio Л» que contione 
rigen de coordenadas y es simitrico respecto al plano 7, = 0 
decir, para cualquier punto z = (27, 2), perteneciente à Q, el 
punto (22 — za) también pertenece a Qj, у Seo, además, 8 > б un 
nûmero tan pequeño que el conjunto Q, es un dominio. Introduzeamos 
das designaciones: 
9*-00 (20). 0- = ОП (< 0), (t = 
70 0 (0). 
paoms Sea una función J (z) € La (0°) y sea j (z) = 0 on 
2) Si en Q* exite la derivada generalizada /„, para cierto k < n, 
entonces, para todo h s 0 de módulo suficientemente pequeño 


Пао, Поу 


КА ау para h0. чо) 

b) St existe una constante C > 0 tal que para todo h se 0 de módulo 

suficientemente pequeño | Sj ling EC. k< п. entonces en Q* existe 

lo derivada generalizado 1, con la particularidad de que 
U, lts <C. y tiene lugar la correlación (10). 

Eu el dominio Q definsmos una función Р(х) del modo si- 

guiente: Ра) f (2) en (^ у FG) =f (7 — za) en 07. Es obvio que 


L CAP. m. ESPACIOS FUNCIONALES 


FELQ, y FG)-0 fom de Qe Además [Filio 
EL ESTE 

DEMOSTRACION neta AFIRSACION з). Supongamos que la función 
7 tiene en Q* una derivada generalizada /,,. Mostremos, ante todo, 
que en este caso la función F tiene en Q la derivada generalizada 
Fs, En efecto, tomemos una función arbitraria g (z) € С (0) > 

8 > 0 arbitrario, otra función, ф (za) ЄС! (ee, +00), р 

RC аў = tn). quo mace, pata do т la EE! 
le |< 1, es igual а 1 cuando z, > б, y nula cuando 0 < z, < 


A la igualdad 
i LN 


"i ПЕТА (ede f rers — 5) tn (2) o (ra) dem 
-редев LEC, sn) + E, nnde 


y do la definición de la derivada generalizada de la función f en ol 
dominio 0° tenemos (la función E (za) (£ (27, x») + g (x, —29) € 


ee» 
i Рв, (ča (za) dm 


- d^ [P 
- -f^ 6^. za) e (Za) g (2) dz- i^ (£^. — zn) to (2n) g (2) de. 


Pasando en esta igualdad (en conformidad con el teorema de Le- 
esque) al limito para $ — O, resulta que la función igual в fa, (5) 

вв 0° ya fa, (2, —za) en 07, es una derivada generalizado Fs, on 
Q de la función F, teniendo lugar al mismo tiempo la ecuación 
WPs ios 207, Menton 
in virtud del teorema, 3, BAFI Р ig; Por айо, 
Vilis 20 Filo <1 Fs, ico - Ls шет Ya que [б 


Pollo i NS — fa, аео y dado que АРЕ, о © 


4. espacios na (0 эт 


cuando h=>0, entonces NS —f=, lic >0 рага A+0. La 


alirmación в) está demostrada. 
DEMOSTRACION DE LA AFIRMACGION b). Supongamos que para todo 


h0 de módulo suficientemente pequeño US lim EC. kan- 
En esto ceso para todos estos АДР {шө 26%. Do scudo con 
el teorema 3, en 0 existe la derivada generalizada Pj 
y 15,12,02. Esto quiere decir, en Q* existe la derivada 
genoralizada fs, fx, lz; <C" y se cumplo la correlación (107). 
El teorema está demostrado. 


IS 4. Espacios H^(Q) 


i. Espacio lineal А00). Espacio de Hilbert HNO). Un 
conjunto de funcione do Le үс (Q) que admiten todas as derivadas 
generalizadas hasta el orden Ё, k > 1, inclusive (de La, ме (0), lo 
designaremos mediante Н} (Q). Designemos con H* (0) un subcon- 
junto Hiu (Q) cuyos elementos, a la par con todas las derivadas ge- 
литота hasta el orden inclusivo pertenecen a £a (Q). 

Por Ht, (0) y Н* (Q), para k — 0, vamos a entender La. joe (0) 
y La (Q), паара чаа о Hie (бу = Ls. es (OJ, ° (Q) = LO. 

Está claro que Hie (0) у Н* (0) son espacios lineales. Mostremos 
quo Л (Q) os un espacio de Hilbert provisto do un producto escalar 


U da= X zm (0 


Para comprobar esta afirmación beste, establecer que Hh (Q) os 
completo en la norma, engendrada por este producto escalar, 


VE Пета 


Sen fm» m = 1, 2, . . .. una sucesión arbitraria de elementos de 
H^ (Q), fundamental respecto a la norma (2): 


lh fnis m. Y [remite para m, soo. 


e 


И 


Por ello, para cualquier a, |æ | < k, cuando m, s= оо 
299,177. Paro | 
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y, en particular (evando а = б), 
E) @ 


а 
А causa de que Ls (Q) es completo, de (4) se deduce la existencia 
de una función / € Ly (Q) hacia la cual (en La (Q)) converge la suce- 
sión fn. m m 1, 2, >... y de (3), la existencia, para cualquier œ, 
la | £k, de uma función f* € J, (Q) hacia la cual converge (on 
La (Q la sucesión D* fe, m = 1, 2. 

nesto que cada función fm (z) admite todas las derivadas gene- 
ralizndas hasta el k-ósimo orden inclusive, pertenecientes a Ls (Q). 
pora cualquier а, |a | <k, tenemos: 


Uno Dgo 


A Uf. this 


cualquiera que sea la función g € C* (Q). Pasando еп esta igu 
limite para m > oo (de la convergencia fuerte se desprende 
vergencia débil), obtenemos que la función f3 es la a-ésima dori- 
vada gonoralizada de la función f. De este modo, / € H^ (Q) y 
II fn f ya y == O cuando m — о. La afirmación está demostrada. 

onsunvación. A veces resulta más cómodo considerar el conjunto 
de todas las fancionos de valores reales pertenecientes a НА (Q), ma 

Os dr г O (Q) = La (Q), Esto conjunto os, por suero um 
espacio (roal) de Hilbert provisto del producto escalar (1). Llamómos- 
1o espacio real Н“ (Q), consorvando para ól la misma designación. 

Indiquemos algunas propiedades de los ospacios А" (0). 

1. Si el dominio 4 =Q y f € H^ (Q), entonces f € H^ (Q). 

2. Si f €H*(Q) y a(z) EC, entonces la función af € 
ЄН (0). En osto caso cualquier derivada generalizada De (aj. 
fa ©, ve calcula según las reglas habituales de derivación de 
та producto. En particular, (af), = anf + а, Lm ds + o o 

3. Si f € A" (Q) y fa (s) es una función media para la función f, 
entonces para cualquier dominio Q’, Q' € Q. |l fa — f Ilo, => 0 
cuando hi 0. Si la función f es complomentariamento terminal en 
©, resulta que I fa — f lips > O cuando A — 0. 

4. Si la función / € H* (Q) es termina] en Q, una función igual 
on Q y nula fuera de Q pertenecerá а Н" (Q'), cua 
dominio 0, @ > Q- 

Las propiedades 1—4 se deducen directamente de la definición de 
p uiae H* (Q) y de las propiedades de las derivadas generali- 
za 


П 
iera que soa el 


5. Supongamos que la transformación y = y (z) (yt = Ye (f - + 
TEA, аъ representa biunfvocamente el dominio O 
into Q у sea £ = z (y) (z1 = 21 (Yis + 


„юе... 
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sea ne алада стонро ее iy ener id 
para cierto k >4 yı (0) ЄС" Q), AECI i = 1, 

En ente caso, para que Та función P s] = че (5) jen que фе 
una función definida en О) pertenezca al espacio A (0), es necesario 
T'uficente que la Tanción (ят pertenece al espace Jr (O), Las 
derivadas de lo función F (а) se calculan según las reglas habituales 
Para dorivar funciones compuestas. Por ejemplo, para las derivadas 
de primor orden tienen lugar las fórmulas 


Fun S f enu, [1 в 
A 


Аза, [4 Ген constantes С, у Cy, dependientes de las 
funciones ji (2), i= 1, «> .. n. que: 
PELLIT PEDE Ро 
La торотто inversa z = # (9 satisfaco Jos ima soni 
«sones que la transformación y — y (2) por lo que podemos limitar 
поз a la demostración de la suficiencia y de la КЕЙ а). 
Soa Ke у f () € H' (0). Do la observación al teorema $, p. 8, 
d 1. cup. И, de deduce que tanto la función F(2) como los fun: 


cionos Р, (2) = 3 Jy (ta) PL, i1, n.n, pertenocon a £a (Q). 


Cuando fa (y) os vna función mediada para / (y), la función F (h, 2) = 
М0 60) pertenece a uo con da particularidad de que 


ыы Эме), 1=, 


Sox el stibdominio es y^ mientras que Q’ su imagen. En osto 
caso, Q е 0. Como |f, — f ugs 0 у H fay — fs, llo 
>0, i = f, „n л, cuando hi— 0, entonces, en virtud de 1н obser- 
vación al teorema $, p. 8, $ t, cap. П, "Pes 2 — Р(х) lao +0 
y li Fs, (В, ж) — Р, (2) Пасу 0, t = 1, .-.. п, cuando È — 0, 
cuniquiera que sea Q' 2 Q. Esto significa que en las igualdades 
(Рф, 2. gu io E (hs а), E (Drug id т 


donde g es uns función arbitraria de C! (0) (O' se elige de manera que 
sea ¢ =0 en 030), se puedo pasar al límite para 20% 
(F. куло m — ЇР Beso» Por ello, la función F tiene todas 
los primeras derivadas generalizadas de La (Q). es decir, portance a 

* (Q): al mismo tiempo зо realizan las igualdades (5) ¥, por lo t 
do, también la detiguridad э) condo Ke i 

Supongamos ahora que k = 2. Ya hemos demostrado que F (2) € 
€ i (Q) y Uenon Jugar las fórmulas (5). Los segundos miembros de 
éstas, Siendo funciones de y, pertenecen a H' (O), en virtud de la 


w Cap. їп. ESPACIOS FUNCIONALES 


propiedad 2. Por lo tanto, jas funciones F,, (z) también pertenecen 
a H' (0). Besulta que F € Н? (0) y, cuando k = 2, se comple la 
desigualdad a). Considerando las terceras derivadas como derivadas- 

las sogundas, ete. llegamos a la conclusión de que la afirmación 
válida” para "cualquier k. 

P. el gano 2 emplearemos la siguiente propiedad. 

6. dominio Q es un paralelepípedo rectángulo, el conjunto 
С" (б) (у, por esta misma razón, C* (0) en el espacio A (0) es 
siempre denso. 

suficiente demostrar esta afirmación para ol paralelepipedo 
mamá onde а = (а... Gn), a > 

Tomemos wis función arbitraria € P (04) y un número arbi- 
trario є > 0. Cualquiera que 05191 <Ё диси Da € 

E La (IL). por lo quo, según el teorema 2, p. 2. $2, existe uns 
función q (o) € (o) tl que ID" elsi Се. 

En el paralelepipedo П, — (Iz, | ао. 1= п}, donde 
2-1, П, € Mas, examinemos una función Fs (2) =f (lo). En vir 
tud de la [propiedad 4, Р„ЄН*(П„) у, jpor esta misma razón, 
Fo EH (Il). Puesto que 


V DF, (2) — ч» (2) ll E 
ПОР, (2) — a (210) сы) + e (2) ч» (2/0) lacio 
y, do acuerdo con el teorema В, р. В, $1, cap. П, 
MDP, (2) — es (2/0) ш „= 
[ss tem e nml, e Im) t lus, „+ 
"ERO? f (210) — ça (210) lcs cn, 
Sora (12 35) Lf toe, 


entonces 
(OP. (2) — ve (ls noo (15) 10% s 


HON | qa (2) — qa (2/0) lla co 
Por ello, para cualquier a, O<[a|<k, 


AS E D*1— а, tND Fetal m) < 
Ke (140%) eo (1— X) IPF luam y 
"le 2) — qu (210) lla ag 
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La función тӊ(дєС() y. por lo tanto, |9 (8) — 
= (rio) llis cu, >0 cuando + 1. Por eso, existe tal о=оу>{ 


que para todo а, O<]aj<K, || D^ (а) — Ры (2) lise. Por con- 
siguiente, 

[T 
Tomemos ahora la función media (Fa)&(z) para lo función 
(2) ЄП... De la propiedad 3 se desprende que | Fosa — 
Fa sq; -* 0 cuando A-0. Por consiguiente, se puedo hallar 
un kmh, tal. que || (Fone Реп <t La fonción (Fas (2) € 
Ec” (Ma) y 
A ne — Folin + 

+ Pos qs C +1) 0 


na función F (e) definida en Q y coincidente con / (а) en O, Obor- 
vemos, ante todo, que para cualquier función f (z) existe una pro- 
longación. Por ejemplo, se puedo hacer que F (z) sea nula en ONO. 
Esta prolongación la ya hemos empleado en el caso cuando / (2) € 
€ L, (0). Sin embargo, si f (2) es una función suave en Q, por ejemplo, 
f € H* (Q) (o f € C* (Q) рага cierto k 21, resulta 
su prolongación F (z) en clases de funciones igual: 
sn Q': de 77 (07) (o de C* (0). Mostremos que en ciertas condicio- 
Ss аруа al сойот del dominio O, tales prolongaciones 
existan: 
Supongamos, al principio, que el dominio Q' es un cubo К, de 
2a > 0, Тыа Lm пу (migrar 
las variables independientes gy... , es un 
paralelepípedo K; = Kaf) (yn 2 0). la prolongación Z (y) de 
una función z(y) €C" (Ro) la doterminaremos en К;= КП 
П (y, < 0) de la manera. siguiente: 


гоў 


donde Y (д... Voci). mientras que А... Ass, ез una 
e aa aa BIS el a adios ^ 
pre 1, s0, <... de а 


в 
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Observamos que si y € Kz, os puntos (Y zupi) de (O) so eno 
cuentran en КЕ para todos los i = 1, determinante 
del sistema 7 (ilorminante de Vendirimondo) as distinto de oero, pot 
loquo (7) admite la única solución А, 

Hagamos la función Z(y) igual al 


200). para cualquier 


P=”, EKN (у„ =). De esto modo, la función Z(y) estará 
definida en todo K, Ya que z(y)CC'(Ki). debido а (6), 
Z (y) CC (Kz). Mostremos, primeramente; que Z (y)€ С (Kz). 
Pasando еп (6) al límite para y 4#, y € Ks, en virtud de 7, 
obtenemos 
Jin 20) 4 im st) Ў лу) zo. 
wes [3 


Esto significa que Z (y) € C (R). 
De acuerdo con (6), siendo y € Kz, para cualquier vector de núme- 
тов enteros a = (а, + +», о), Га Î СК, tenemos 


э ly YA Рр, — ул). (8) 


Pasando al límite para y y”, y € Kz, en las igualdad: 
A as 


^2 (j) = lo D*Z (у) 
E 
ЕЯ [4 
Entonees, en los puntos del plano К. (| (ya = 0) existen todas 
и» primeras derivada de le паа 2 у y з colacidn con os 
xalorés límites correspondientes. Por lo tanto, Z (y) € C" (К). 
Repitiendo estos razonamientos, en virtud (7) obtenemos que 
фес д^ odo Lek 
е la igualdad (8) se deduce que, con cualquier а, |а | < k, 
para todo y € Kz 


SIPs, ied 


E 
Iz 5, 


БЭТА 
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Integrando esta desigualdad respecto a y€ K3, obtenemos 
m 

IPzraysC f Pe, Ра 
L3 m 

E 

=: | шера fip. 

LE x 

Como Z (y) (y) para y€ КЇ, resulta 


ИЕЫ отрар 
Я E 
+ | 1020914 <C" | 10% (9) Pay. 
а E 


Sumando estas desigualdades respecto a todo а, | а |< k, obten- 
dromos la desigualdad 


21а Cs Ege, D 


en la que la constante C, > 0 no depende de la función 2 (у). 

Así pues, ж тлер ln prolongación 2 (y) € C* (Ka) de la 
función s (y) de C^ (Ki) y para ella tiene lugar la desigualdad (0). 

ГАЗДЫ qui fa fusci Шера Cr) Spa 0). 
piedad 6 del punto precedente, existe una sucesión 2, (y), 3 = 
7 1, 2, ..., de funciones de С" (КД), convergente hacia z (y) en 
la norma de If* (K2): ll +, — £ ya 0 cuando ==> оо. Designe- 
mos por Z, (у) la prolongación de ls función 2, (у) ов K, obtenida 
por el método que acabamos de exponer, Z, (y) € C* (K,). En vista 
de (9) tenemos le desigualdad” MZ, — Z» le, < C, lm — 
— 2» ly» la cual nos muestra que la sucesión de funciones Z,, 
11,2 es fundamental en la norma de H*(K,). Esto os 
indicio de que existo una función £z EH" (Ka) hacia la cual la 
sucesión converge en la norma de Hh (Ks). Ya que Z W) = z(j) 
para y € Kz, la función Z (y) será prolongación de la función = (y) 
en Ka. La ión Z (y), obviamente, satisface la desigualdad (9). 

ASÍ pues, está demostrado el siguiente lema. 

замма 1. Para cualquier función, s (y) € H^ (КД) (С? (Rz)) existe. 
tna, pin. EU) CHA UC (CUA) у м геше la den 
7 Observemos que como para las funciones Z, (y). s = 1, 2. 
tiono мин dote (6) y, por otro lado, 


y 
también para las 


ecuación citada es vál 
funciones Z (y). 
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гама 2. Supongamos que lo función f (2) € HF (0) (o C (O) y 

punts t € 00 exite una función Fy (2), definida en una 
O O У 5) 

Part E EONS, J 

f MA Te е P (3 de maneas prolonged de la f 

ción f (z) en la S, (5). Supongamos, además, que tiene lugar la 


desigualdad 
VA has S Co, 

соп una constante C, que no depende de la función f (2). 
Entonces, para todo p > 0 existe la prolongación F (z) de la fun- 
eian 1O) a белу Qe), кеен las propiedades: F (2) € 
„ F(z) = 0 fuere de Q^; existe una constant 
таа IDEE e Ee 
VP Vito «С.а (n 


Según la condición del lema, para todo punto E R existe una 
wie Eq) r = r (D en Ia gee té dani: o bien la propia fun- 
ción (S, (8) (C* (S, (E) cuando E € Q, o bien su prolon- 
eign шан бе. Sapatemon quer D) < p. La totalidad de 
ав bolas Sp, ($) para todos los posibles $ € Q cubre ol conjunto 0. 
Por consiguiento (recordemos que el dominio Q es acotado) de esto 
cubrimiento se puedo extraer un subcubrimiento finito Sny (2) 

. + бона (2%), dondo 7; = r (2%). 

Son una función 0, (2) €C” (Ra), 0, (2)=1 on Sra (2') y O; (s) 
= 0 fuera de la bolo Sry, (2), £= 1, <... М. Desiguemos ше 
diante o, (а) una función (a). t N, y construyamos 

funciones. 


лаб) = 0, (2), Ya G) = о, (2) 6, (2), 
nl) me) <. ua O, EN. 

Es obvio que y, (2) ЄС" (Ra), 
=0 e Y Ss «2 


y 
3.) = 0 fuera de Sra (2). a3 


Además, 

m sem) (101 (2) + o, (20) (1— 0% (2) +... 
+в (д... mia (2) (1 — 0: (2) = 1 — (Фф... 0 (2), 

709 es una acumulación de bolas (| z — 2% <p) respecto а todo x* € 0. 
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por eso, 


т@ +... +т@-1 (14) 


N, para todo z € Ra 
(а) coincide o bien 
con f (2), o bien con su prolongación Fst (2) en S,, (2); 
Sn, (¥) la función f, (2) es igual a f (2), si z € 0, y es nula cunado 
5G, virtud de (19) y la propiedades 2 y 4 dal punto soar, la 
función y, (2) f, (т) € H* (0°) (C* (Q9). Por lo tanto, la función 
А 

Р) лот (15) 
HOU G). 
а un punto arbitrario de Q 
cubrimiento finito clígido continente el punto z. Puesto que /, ( 
= f) para todo (1, .. Х, y de (12) Ya (2) 7 (2) = O cuando 
(21, entonces, debido а (14), F(z) = DJ yi (2)/ (2) =f (2). Esto 
siguifica que la función F(z) de (15) з la prolongación do la 
función /(z). La igualdad F (z) Tom de 0" so deduce de (13) 


y (15), que rie p. fest, . La desigualdad (11) so 
desprende directamente de (10) y 


"romana 4 (sobro la prolongación). Sean Ф y Q' dominios acotados, 
QET, y ма que A ССА Entonces, para toda función | (2) € 


€ II^ (Q) (C* (O) extste una prolongación F (2) Є 1" (07) (Ċ* (9) 
que es terminal en 0'. En este caso 


UE lo СЇ! нө, 


у Saya (2), la primora bola del 


donde la constante C > 0 sólo depende de Q y Q'. 

‘Tomemos un punto arbitrario $ € 90. En cierto ontorno U, de 
esto punto la ecuación de д0 puedo ser representada (enumerando las 
variables, si fuera necesario) en la forma #, = (д... Zaa) 
соп una función Ф (zı. ..., дь) EC*(D), donde el dominio 
(n — 1)-dimensional D es una proyección de 90 U, en el plano 
зь = 0. Consideramos que z, > q en el dominio Q f) бу. El cambio 
de variables 


Mmmm Ên ist.. 


a) UD 
mant 
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100 m fn + 5, 
E 


función s (y) en el cubo Ke. Ésta 
de una transformación inversa a (1 
nenti ml can, е 
Hoin + e а БА) 
la prolongación Ff (2) de la función / (2), perteneciente а QI] Ui, 
et Uj, y. con mayor razón, en la bala 5, (2) (que está contenida en 
Ui) de, radio r = г) > y contro en el punto Ё. En vista de la 
4 5, punto A, tienen lugar Jas desigualdades 


Fes ay I Pii CZ le 
[T EAT 


donde las constantes C, y С, dependen sólo de la función @ (31, .. 
тезу Zai) de (17) y de sus derivadas hasta el. J-ésimo orden inclusi- 
Ve. Do citas desigualdades y de la (0) se desprende la desigualdad 
(10). La afirmación del teoroma so deduce ahora del lema 2, si to- 
oie moños que ie distancia antro los contoraos AQ 007 do hs 
dominios Q y Q'- 

ORE Io deme sl oroma 1, tens sonido le 
prolongación P (A) ea el domino O de la función t) peienecinte 
ТҮ, Ема prolongación tico no slo (16), do también las 
desigualdades. 


UF lese S CM so 
cunlesquiera que sean 4 СА 

Taste dy ТЕЗ longaciones de uma función de un 
dominio en el otro dominio más amplio. En lo sucesivo necesitaremos 
una prolongación suave de funciones a partir del contorno, 

Soa dada una función continua f (т) еп el contorno 20 del domi- 
nio Q. Llamaremos prolongación de la función f (2) en Q la función 
F () continua en ©, si para x Є 20 F (2) = f (2). Es válida lo si- 
guiente afirmación. 

"rhonraa s. Si para Е > 1 el contorno д0 € С“, entonces para toda 
Tunción f (2) € C* (д0) езшде la función Р (2) de С* (Q) que es una 
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rolongación de la función f (2) en Q, teniendo lugar, en este caso, la 
poen 


NFlag TT 


donde la constante, C > 0 no depende de f. 
Ya que д0 € C*, para todo punto E € ÔQ existe un número р = 
= p (50 tal que un trozo del contorno AQ f) 5, (È) (S, (8) es 
"una bola do radio p y centro en el punto E) se proyecta univocamente 
en un dominio Dy de uno de los planos coordenadas, sen dal plano 
т = 0 (lo que siempre se puede lograr cambiando la numeración 
lin тагды y que la осна de la cupo EID 
forma z, = (2). ¥ € Di. donde e(z) € C^ 

кы а imer resr(D 770 боена це peru de 
lal manera que uoa bola (n— 1)-dimensional [REN 
Entonces, la función de т variables Fy (z= f (^s 9(2) (que no 
dependo de xa) está definida en una Lola cerrada S, (D), perteneco 
a СУЗ) y coincide con / en QNS, G). Además, NP, < 
& C (log, donde la constante C (i) no depende de 7. 

El conjunto de bolos S;ys (£) cubre el contorno д0, cualquiera 
que sen t € 00. Escojamos de este conjunto un cubrimiento finito 
del contorno Saya (2), - . s S, js (2%), donde r, = r (x). 

Definamos, pora cualquier í una función f, (z) del 
modo siguiente: hagámosla igual а Fı () en'la bola 5, (2) y nula 
fuera de 5, (27), si z € #0, e igual a / (з) cuando x € 00. Entonces, 
pata todo i= 1, ..., N, las funciones f, (2) v; (2) (donde y, (2) 


es una función construida al efectuar la demostración del loma 2) per- 


tenccen a C (Л) y, por lo tanto, а С* (0). Por consiguiente, la 
función 


roS ти (2) h) 


jlo 2 € д0 y supongamos quo la primera 
bola del cubrimiento finito elegido del contorno que contiene esto 
ponto es la bola S,, (°). Ya que f, (2) = f (2) para todo i 
«y M. de Jas correlaciones (12) y (14) se deduce que Р (z) = 
- às (2) f (2) = f (2). Así pues, la función F (2) es una prolon- 
ién de C Oi función / (z). En cuanto a Ja acotación requeri- 


о, ésta es consecuencia de las correspondientes desigualdades para 
Jas funciones F,* (2). El teorema queda demostrado. 


e 
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3. Densidad de C^ (J) ea H (Q). Espacios Н (Q). Supongamos 
өзө МЫ loo e` 

TEORENA з. Un conjunto de funciones С” (Q) (y, con mayor razón, 
C (O) es siempre denso en е espacio Н“ (Q). 

Tomemos un dominio ©’ respecto al cual Q es un dominio estrio- 
lamento interior, Q Œ 07. Sea f (z) una función arbitraria de H^ (0). 
En virtud dol teorema 1 del anterior, oxiste una prolongación Р (2) 
de la función / 2) de Q » Q’. perteneciente а H° (07). Sogún la pro- 
piedad 8 (del p. 1), tione lugar una correlación 

WEN — lpg =I Fa—F lang, >0 cuando А-0, 
donde Р, (z) es una fuación media para F (z). Como Р, (2) € C" (O), 
sl teorema queda domostrado. 

El conjunto C* (0) es una 
ma 3 so douco que si el contorno del dominio 00 € С, 
dol сакыме C @ oa la norma del espacio I (Q) өндә con 


Sea S una superficie (n — 1)-dimensíonal contenida en Q. El 
subconjunto C3 (Qy do las fancionos do C* (Qj que so reducen a coro 
en los lugares donde Q corta cierto entorno (cada función tiono su 
propio ontorno) de la superliclo $ os también una variedad lineal ea 
"НА (Q). La adhoreacia de Ca(() ena norma del espacio /f* (Q) os 
un subospacio de H° (0). Designémoslo medianto 413 (0). 

En ol caso si 5 = д, el subespacio A, (Q) so designará por 
Н“ (д) (la norma оп Ё (Q) es la norma del espacio H* (Q). Del 
teorema б, p. 3, $ 2, so doduco quo para k == Ool subospacio Й (0) = 

= È (Q) ci con el espacio Н? (0) = La (Q). En ol punto 1 
dol рйтмә siguiente será demostrado quo para k > Lol subespacio 
№ (Ф) зо coincido con A (O) 

jİ Q' es па dominio que contiene otro dominio 0, Q = 0", toda 
función / (z) de C* (Q), prolongada рэг cero en 0' O, pertenece а 
i @). Por ello, de la delinición del espacio /f* proviene que la 
función / (2) de Й? (Q), prolongada por coro en Q' s, pertenece а 
P^ 

| — espacio Н“ (O). Vamos a gonsiderar ol 

contorno 80 dol dominio Q perteneciente a la clase C^. 
El espacio HNQ) es separable. 
inemos un cubo К = (Im | < me Lm loss 
читаво de funcions (23) Ле" ч, dende 
0, 1, +2, =i, o m, (m as 
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ds ortonormal en Ly (E). A toda función 


P B gx 089 


Padres 


donde „= LIO: SEI son coeticientes de Fourier de la 


función f (z), y |m f = mî +... m 
Sea la función f (z) € С" (K). Indiquemos, ante todo, que para 
cualquier m tieno logar la desigualda 


Je 1e 2n)" M Со. a9 


Hagamos m = m 
= (ал, 1= 
nemos 


mema | Jem nire 
un [emen eem 


E ее» 


СЫЙ 
рага p natural, de denco [Ж rS, у, por consi- 


guiente, en vista de (19) 
в 
Ii ERE „ттл 
cualquiera que sea p natural 


А la por con esta desig 
desigualdades 


tienen Jugar, por supuesto, las 


AS 1. 


y, por lo tanto, los desigualdades 
леона ттк} тийи 9 
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Como max |m; [ern de (20) se despronden as siguientes 
desigualdades, válidas pura todo m y cualquier p natural 


sg 


en 
(и) < б 


Tomemos р=п+-2, El número de sumandos en la suma 
ar, feti i igual al númoro do puntos m do coordenadas 


eras en la capa esférica s<|m|<s+1 по sapera el número 
toles puntos en un cubo de arista 2(24-1), оз decir, no es 
Superior a 2 (E4 D). Por eno, 
Ц нт, зд Cas +® ے‎ Cag 
|» و کل‎ паса 
Esto significa que la serio (18) еп K es uniformemente convergente. 


raesent een 
Waclondo р = n + 3, para cualquier 7, € < r < n, obtenemos 


5 че "|с ЫТ" es 


Por lo tanto, una serio obtenida де la serio (18), al derivarla, tét- 
mino a término, rospecto a z, r = 1,.... m, converge en R uni- 
Tormemente. De igual manera se demuestra que las sories obtenidas 
do la (18), al docivarla 1 veces, 1 = 2, 3, . . ., término a término, 
son on K uniformemente convergentes, 

Dosiguemos por g (z) una suma de la serie (18) 


£6) — е. 


Se ha demostrado más arriba quo g (2) € С” (К). Por lo tanto, 
ee e ec do. Mostremos que en Ф (x) == 


Cano (EO. eof o m 
i qz) em nde 0. 


Fijemos arbitrariamente m (m, 

dad on la forma 

f eman [ [ee дее mag Jara =0. 
P. 


ma-i) Y escribamos esta igual- 
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Como le función e e f (E, zajet. de', indefinidamen- 


to diferenciable respecto a Za, |а, |<я es en el producto escalar 
de L¿(—1, a) ortogonal a las funciones е?» para cunlesquiera 
m,—0, +i, :2,..., entonces, cualquiera que sea m', tenemos 
Que (za) Û рага todo z., |а, |С. Introduzcamos las designacio- 
Wee m m (m, se Ma f (Bas senes XK" mK’ reae) 
Para todo m^ fijado, cualquier z,. |а| л, y todo mpa=0, 
3k, ..., tenemos 


ej "m" 


enm dra | OOF, zaas n) ntm más. 


Por consiguiento, 
i q^ za Jet. dr =0 


pora cualosquiera т, 3y, [ааа Са, 12, | Са, у todo m^. 
Continuando esto proceso, obtendremos la igualdad р (z) = 0 on K, 


Hemos demostrado de esto modo que toda función / (z) € С" (R) 
so desarrolla on la serio (18) que junto con las derivadas de cunl- 
quier orden es uniformemente convergente еп Ё. Es evidente, que 
ема alirraación es también válida para cualquier cubo Ka = (171 |< 
Marb dress n). 

Pasemos ahora à 


¡demostración dol teoroma. Tomemos un ni- 
quo ol dominie 


medias F (2) que son indefinidamente diferonciables. 
ciontomente pequeños, terminales en Ka. 

Sevin lo demostrado, toda función Ў, (x) (siendo A suficiente- 
m nte pequedos) puede ser са K., aproximada uniformemente, junto 
con todas las derivadas (y, par lo tanto, también en la norma de 
FF" (K,)) por medio de las sumas parciales de la serie de Fourier de 
dicha función. Pur consiguiente, cualquier función Fa (з) puede ser 
aproximada еп la norma de Н“ (Q) mediante combinaciones lineales 


dol sistema, ¢ 5 ^? con coeficientes cuyas partes realos e imagina- 
rias sean números racionales. Así pues, está construido un conjunto 
siempre denso en Л (0). 
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$ 5. Propiedades de las funciones. 
de HU) y йч) 

1. Traza de las funciones. Sea Q un dominio en R, y 5, una 
superficie suavo (n — 1)-dimensional porteneciento a 0. Cuando en 
Q está dada una función / (z) definida en cada punto (es decir, si la 
igualdad de Jas funciones se entiendo como la igualdad de sus valo- 
тё en cada punto), podemos considerar el valor do esta fuación en S 
como una función / |, ¢, definida en cada punto de S, cuyos valores 
coinciden con los do 7 12) para todo z € 5. Si examinamos еп Q unu 
función dada eu c.t. (es decir, las funciones son Iguales, si coinciden 
en e.t), el valor de у en la superficie fijada 5 se determina de 
manera no unívoca: ya que mes S — 0, Ja función puedo tener on 5 
un valor arbitrario. No obstante, en determinado sentido, se puedo 
hablar de los valores que una función, definida en c.t.p., toma on Jax 
superficies (n — 1)-dimensionales- 

"Supongamos, para simplificar, que la superficie $ = 5 (z,) es la 
intersección del dominio Q con el plano z, = const. Entonces, on 
virtud del teorema de Fubint*), para casi todo z, existe un valor 
f lesen) de la función f en S (s), definido casi siempre on S (In 
адай de las funciones do la (n — 1)-ésima variable se eutionde, 
por supuesto, como la igualdad de sus valores en c.t.p. en el sentido 
Че la medida (n — 1)-dimensional). Es obvio, además, que el valor 
que toma on $ (25) una función contis ara easi todo Fn, ev 
una función continua en $ (2,), y el valor que toma en $ (z,) una 
función de La (Q) para casi todo z, pertenece a Za (S (2,)). 

AL estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales se 
lean con frecuencia condiciones а las cnales la solución debe sotis- 


Vocamente para una función que está definida en casi todo punto y 
satisfaco ciertas condiciones de suavidad. En partienlar, esto noción 
se introduce con facilidad para una función continua en Q. 

Llomaremos {гага f |, de la función f de C (б) en una superficie 
(n — 1Ydimenslenal S al valor que toma en esta superficie una fun- 
ción continua en Q Ja ev mpre coincido con / (es deci, por 
{тага de una función continua en S entendemos su valor extendido 
univocamente según la continuidad en 5). En este caso, la igualdad 
de las funciones dadas en S so entiende, como de'costumbre, como la 
igualdad en casi todo punto en el sentido de la medida (п — 1)-di- 
mensional. 


) Para precisar, en virtud del lema 4, p. 13, § t, cap. Il. 
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El concepto de la traza de una función en S so puede introducir 
también para las funciones pertenecientes a algunos espacios pro- 
vistos de normas integrales, en particular, para las funciones de los 
espacios H* (0), cuando k > 1. Puesto que todos los А" (0), par 
Ez f, están incluidos са H (O), será suficiente introducir 
concepto para las funciones de И? (0). 

‘Son S una superficie de la clase C! (véase cap. I, Introducción) 
ubicada en Q, y sea S, un trozo pe, де S que se proyecta univoca- 
mente en cierto dominio D del plano (z, = 0) y descrito por la 
ecuación 


za = 9 (2), donde # e (nl) 
El dominio Q es acotado, por lo que considerarse dispuesto 
en un cubo {Û < z; < a, (e f, .... n] cierto a > 0. Supon- 
gamos al principio, que la función / (z) portonece a C^ (0) y hagámoslo 


igual a cero fuera de Q. De acuerdo con la fórmula de Newton— 
Leibn 


za» o) € © (D). 


teer eye T PIT 
Por ello, según la desigualdad do Buniakovski 
ipee T tight Pea j Js pa 


Multiplicendo esta desigualdad por, V 14 GEF -F Tha 
grondo en D, obtenemos lo desigualdad 


[1 Won] Mis PdS, Со, [7 


y inte- 


con la co 0 que no depende de la función f. 
Ya que la supetiicio 5 puedo ser cubierta por un número finito 
de trozos simples, o sea, trozos del tipo S, (que se proyectan, quizás, 


en otros planos coordenados), sumando Jas desigualdades corres" 
pondientes (1), obtendremos la desigualdad 


Yin CP To o 

donde la constante C > 0 no depende de la función f. 
o desigualdad (2) tiene lugar tembién para toda función f (a) € 
€ €! (Q). Para demostrar esta afirmación, es suficiente hacer uso del 


teorema 4, р. 2, $ 4, sobre Jongación (suponiendo, naturalmen- 
te, que 20 € СУ y la desigu s pera wee Recién terminal de C 
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Sca f € Н" (Q). Del teorema 3, p. 3, $ 4, se deduce que existe una 
sucesión de funcionos fp (2), p = 1, 2. . . .. de C*(Q) que converge. 
Sa ia norma de A (O) hacia /. Pare las foncionos fp — fe la dev 
igualdad (2) tiene la forma 

10, =з С — haus ө 


Como 1/5 fell =0 cuando р, g-o, también 
lp — falls, 0 cuando p, q+ co. Esto significa que la sucesión 
A la tes Tolo de lar funciona Jy on S cs fundamental en 

L.(S). En visti de que [2(5) es completo, existe una función 
fee fa (9) tal qo Macia ella converge la sucesión. de las traris 
1 ров. Pasando en (3) al limite para p» 00, obtenomos 


Ws Heliae C la later 7 


Mostremos que la función fs (2) no depende de cómo se elige la 
sucosióo fa (2), k = 1. 2, . . ., que en la norma de /7* (Q) aproxima. 
ln función / (4). En efecto, sea fa (z), & = 1 лга sucesión 
le funciones en C' (0) para la cual 11/ — A lin a. cuando leo 
— 00, y soa fa (z) el limite en la norma do La (S) para la sucesión. 
je kp 1 B eose u Eaton, on virtud do as dosigualdados 

y 


Us Talla Sl a= Ае lias Ma — feum +, ав 
«C hleo Mam Floor Ma fall). 


Puesto que el sogundo miembro de la desigualdad tiende а cero 
cuando q=» co, resulta quo fs = f3. 

La función fs (2) (como elemento de L, (5)) la llamaremos traza 
de la función f (2) € H* (Q) en la superficie S y la designaromos por cl 
simbolo [ie C) / laura, 1a designanemos mediante, If ls 

De este modo, el concepto de traza de una función se ha delermi- 
mado para cualquier оноо de 4 (Q). 

Mostremos que este concepto es reali 
чес y gi función en 
mensional. Sea, para simplificar, 5 = 5 (z, inmorales 
nio Q con el plano z, = const y soa que. انا‎ 1 € I! (0). Tome. 
mos una sucesión fm (x), m = 1, 2, . . . de funciones de C' (Q) quo ci 
Ja norma del espacio A (0) converge hacia /. Según la definición, 
el papel do traza f |5) para todo г, lo desempefa еп Ly (S (x, 
a sucesión do funciones fa lse,» Puosto quo la sucesión fa, m = 
- vi 2,...,convergo еп L. (0) hacia f, entonces, según la obser- 
al teorema t, p. 1, $ 2, en esta sucesión se puede escoger una 
اا‎ pum que converge hacia / en c.t.p. de Q. Es 
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docir, para easi todo z, la sucesión fm, | gus k = 1, 2, >= «y cone 
verge hacia el valor de la función / on 3 (z,) casi siempre en el sen- 
Vido do la medida (n — 1)-dimensional. Por consiguiente, la traza y 
4l valor de la función f en S (za) coincidan para casi todo zn. 

"Asi pues. disponemos de los conceptos de traza en 5 do “las fun- 
ciones continuas en Q y de las funciones pertenecientes a Л (0). 
Comprobernos que si la función / pertenece tanto a C (0) como a 
HF (©). su traza, como la traza de una función de C (0) (designó: 
mosla por / |) y su traza, como la traza de una función de Jf (Q) 
(desigaómosla por f |), coinciden. Efectivamente, en virtud dol teo- 
теша 1, p. 2 del párrafo antorior, la función f puede sor prolongada on. 
I dominio Q’, O & Q’. de tal manera quo la prolongación Ё porte- 
иса tanto а С (0) como а H'(Q'). Examinemos las funciones 
Fa (2) que son medias para la función Р. Ya que Fa = Р para lie 
tanto on la norma del espacio С (0) (véaso p. 1, $ 1) como en la nor- 
ma del espacio 2 (0) (véase p. 1, $ 4, propiedad 3), ontonces, cuando 
h= 0, Р, (а) lee / (s enla norma del espacio C (S) y Р, (2) ls — 
f Kf en lo norma del espacio Ly (S). Por consiguionte f |, = f lif. 


La traza f ls de la función f (2) € ЙЪ (0) (véase la definición do 
este ospacio on el p. 3, $ 4) es nula, puesto que la fonción f |y os el 
límite on la norma de f, (S) para funciones nulas en S (ок decir, 
para las trazas en S de las funciones perteneciontes а С (4). En 
particular, la traza / у de la función / (x) € Й" (Q) e mula, De. 
aquí, entro otras cosas, so desprende la afirmación del p. 3 dol på- 
trafo anterior sobre que I (Q) э Л? (Q) cuando k > 1: una fun- 

nl a la unidad, pertoneciónte a cualquier АТ) ze 1, os 
na en 0, por lo cual sn traza en 00 es igual » 1: por consi- 
ate, шо existe ningún k 2» 1 para ol cual esta función portonoren 
jit 0). 

La traza f | de la función f € H* (Q) satisface la desigualdad B 
Para demostrar esta ción, es suficiente en la desigualdad (2) 
escrita para las funciones /, (29 (Jj (2) € С* (0), ll /n — / llanos + 
ТУ 0 cuando p - оо). pasar al limite para p— co 

Hasta ahora supontamos que el contorno dQ € C*. No ubstante, 
si S £ Q. este requisito resulta superfluo cuando tratamos de hallar. 
la traza de la función en 5 y demostrar la desigualdad (2). En efecto, 
en este caso existirá un dominio Q' 2 Q tal que ûQ' € C y 5 €Q". 

Así homos demostrado e (осипа. ишана 

"TbonEMA 1. Supongamos que una superficie (n — 1)-dimensional 
es de la clase С o pertenece aQ. € 0, о ben, en lugar de esto, ма 
5 < 0 y, complementariamente, 00 EC". Entonces, loda función 
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1(x) € H? (Q) tiene en esta superficie una {гата f |s, perteneciente а 
15 (S), y, además. tiene lugar la desigualdad (2). 
Sea una función f (z) € H* (Q), k > f. Como toda derivada gene- 
del orden Га | < Ё, pertenece a М (0), entonces, de 
acuerdo con el teorema 1, en cuslquier superficie (n — 1)-dimensio- 
nal S de la clare C! existe una traza de esta derivada Dgf [s que 
pertenece а La (S). Además, tienen Jugar los desigualdades 


VIF flou СНУ ао СН Po, [7] 


donde la constante С > 0 no depende de la función f. 

2. Fórmula de integración por partes. Supongamos que las fun- 
ciones / (a) y g (2) pertenecen a Н? (0) y 20 Є С". En este caso para 
todo 1= 1, .. ., п es válida la fórmula de imegración por portes 


уне f temas fes de, (6 


donde m, = cos (n, zj) es coseno del árgulo entre Ja normal n, exte- 
rier а Ia superficie 20, y el eje тү, mientras que lasfonciones / y ¢, 
que so encuentran bajo el signo integral en 20, son las trazas de estas 
funciones en 20. Do este modo, desde el punto de vista do la aplico 
ción de la fórmula (6), el cemportemiento de las funciones do 4 (0) 
esigua que el delas tuncienes de C! (O), 

“demostrar la igualdad (6), tememos (teorema 3, p. 3, $ 4 
las sucesiones fp (2) y gy (2). p = 1, 2, . .., бе funciones do Єз ( 
quo en la norma de Mi (Q) en hacia las funciones f (2) y 
4 (5), terpectivemente. Pa es válida: 


I Пайет} рачаз D 
à а 


Pasando en esta desigualded ol límite para poo у боз 
recordemos que (1, —/ шн O, Ute £ иво 0). obtendremos 
la igualdad (б) 

de (6) se deduce directamente que sí g € H’ (Q) y las componen- 


tes у, (2), t = 1, . . .. n del vector f (2). f (2) = (f (a), < <» fn (2) 

Pectus a H Gj, ena aar a ud n D 
[estre [emas Even о 
. i 


3. Prepicdades ĉe lss балв de funciones de H? (Q). Criterio de 
pertenencia al suespaeio И! (Ф). Sea T, un trozo simple de uno 
suporficio de clase Сї vbieada cn 0 Eupongemes que el trozo Г, es 
suficientemente pequeño (c está contenido dentro de Uta 

ientemento pequeño) y que ге proyecta univo 
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camente en cierto dominio D del plano coordenado (za = 0), con la 
icularidad de que za = Ф (¥), z ED es la ecuación de Poy 


petlicie (z ED, z,  q(z) +0) y 
€D, MOI TA paca 


(Y ED, (ж) + 6 cz. < (70) рма 
оз que cuando [8 | es suficientemente pequofo 
(y siéndolo ta al menos uno de los dominios, Оу 


SA- үә, está contenido on 0. 
Sea 2E%=Q, entonces para cualquier función f Є С! (0) 
tenemos 
чон ae 
I6. eie o den 
ve 


do donde. 
ун 


E 
Ие, eene epp] | [Papa], 
E 
Multiplicando esta desigualdad por УГЕ, +... КФ, 
e integrando en ol dominio D, obtenemos] 
PHEA lano СУ ТЕТІ lg (8) 


dondo a(z’, Qir) Ty. Pt ala, Р) НЕГЫ, y Cro 
ax VIE gh Fr 


la par con la desigualdad (8) Чопо lugar también 


la desigualdad. 
Ife) — 16 агу CV TETI eg o 

Aproximando la función f € H* (Q) por las funciones de clase 
€! (0), en virtud de la definición de traza de uoa función de If! (Q), 
Megamart а que las desiqualdado* (3) y (9) son válidas para todas las 
funciones de A" (Q . 

Estas dosigualdados exprosan cierta continuidad de las trazas de 
las funciones del espacio /7\ (0) on las supocficies Го en dopsnden- 
cia dol desplazamionto de estas últimas. 

Si la traza de la función f en T, es igual a cero, f jr, = 0, do (9) 
so deduco que para cualesquiera p y б, 0 < 8 <p Сри donde po 
& al que Da O (para concretar, considorsmos “qu DEED 
tiono lugar la desigual 


N ary < CSN ray СЙ eog 
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Integrando esta desigualdad respecto a 5 € (0, р), en vista 
Агуу vi de la 


Vli, =o) para p- 0. 


Hemos demostrado, pues, que si / € I (Q), f | ry = O y Ор c Q 
(en particular, Г, puede ser wn trozo del contarno 00), se verifica la 
correlación (10). 

Зама 1. Soa ГЄ JI! (O) y su traza en el contorno, f hio = 0. Em 
esto caso 


flop 016) cuando 5-0. 


planos coordenados, digamos, en el 
Sim del trozo de 20 П Sw (9) tio 
(7) € C (D, (y). Designomos con T, = Г, (y) 
П S, (y) y ton Ea = Ty (j) y Ra = Qe (y) una superficie «par 
lela» y ol dominio que la corresponde que se han construido según 
T, por el método descrito más arriba. Elijamos б, = б, (y) de tan 
pequeño тайт abeoluto que el dominio Ox = f 0) = OÀ 5» (9 
ncia entre 00% Sy, (y) y Ta, (y) es positiva, miene 
tras que Ja distancia entre 0011 3w W) y Ts (9), donde 8 € (0, 5) 
cuando à, > N, y 8 € (8,, 0) cuando б, < 0, es, evidentemente, mayor. 
jue y | 6 | соп cierta constante ү = y (y). 0< y < 1, entonces 
lo olegirso y, = 0 < vy < 1 de tal manera que para cuales- 
quiera 8 tenga lugar la desigualdad 


iaf |> lêl (12) 
y 


Del cubrimiento del contorno 20 con las bolas S, (y), y € 00, 
escolemos un Cubrimiento] finito S, (шу... Sry (e. Exin 
evidentemente, un número & > 0, & < min 16, (27) |, tal que 


A 
Ane D аш,” (42) 

denis, on virtud de (19), para todo 8, 0<6< G, y m= 
(OS One ПО, G") E аму") u4) 


dondo qm, min (27). 


45 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE NI (Q) y йн (Q) ә 


De (19) y (14) se deduce quo para cualquier € Л" (Q) tienen lugar, 
cuando 0 < 8 < ô, las desigualdades 


E 
A 3 MM n nau < 


Р 
< 2, Mo casona ar m 


Puesto que / lag = 0. do la última desigualdad y de la correlación 
(40) se desprende (11). El lema está demostrado. 

твопрмл 2. Para que una función del espacio Н! (Q) pertenezca at 
ренә Н (Q) ермен у зииаи que m menê en й оошо 
del dominto sea igual a cero. 

Como la netesidad es obvia, nos limitaremos a la demostración 
de la suficiencia. Sea una función / € H" (Q) y f loo = 0. Tomemos 
e > 0 arbitrario. En vista del lema 1 y el teorema $1 
сар, J1, sobro la continuidad absoluta de Ja integral, existe un Ô = 
== $ (e) tan pequeño que 


Meses ce. M sexag <. 


Puesto quo para la función / € If! (Q) (teorema 3, p. 3 del párrafo 
anterior; recordemos que д0 € С?) existe una sucesión fp (1), p = 


24,2, .. . de funciones de C! (O) que en la norma de Н" (Q) con- 
verge Macia j (y, con mayor razón, en la norma de H (Qs. б), ге 
puede hallar wm númoro М = N (0) = N (8 (0) tal quc 

[IE d 

Пл loop < 28, (5) 


[s 
Tomemos Ја función 


bm | оа (еи). 
СА 


donde w (| z — y |) es un núclco de mediación. De las propiedades 
del núcleo de mediación se deduce que ta (2) € СК). La (2) = 1 
pora z € биш у, con mayor razón, para z € Qa, ta (3) = O fuero de 
Quay, es decir, la (z) ЄС” (0). Además, para todo z € R, 7/0 < 


e ЛЫГ 05 con la constante C > 0 no "depen 
ente de 9. 
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En vista do (15) tenemos. 

орик Ш Ачха 

(fs (1 оча Г IE) 0 ol aros a) c 

LI Boos A oy 3-201 Vil uos) а 
(serlo) ев 809) = Ce. 

Las funciones fwaw (2) (ng (2) pertenecen a C (0) у 
Mec fr) (5) — f (2) lias — 1 sen ичо + 
AEn — Ini lio < (1 + Cı) e. 
Зора, la huida 169 € Hi^ (Q). El teorema queda demos- 


“ Sobre la compacidad de conjuntos. 
P e Ue aio isa PC B PLA 
Sea el conjunto «f acotado en 41 (Q), es decir, para p TE 
EM so tiene 
Meo xc. o) 


Supongamos al principlo que «4 c Й (Q). Prolonguemos todas 
us folletos de E Dot eto Mor de Q. Ea ошо qui e tonio 


las prolongaciones obiealdas pertonocen а Й! (07), cualquiera que 
soa ol dominio Q' > 


0. 
Д función; media la funció LA 
оси наи магае лае 
ПАП f енелер (n. 

mien 
Para la función / (s) £C* (Q), también prolongada por coro fuera 


1 

де (Q), se realiza la igualdad /(e4-:)—f(s) س‎ 
n 

- foreta cualquiera que ses el vector z. Por lo tanto, 


ежа} Iv fedi) Pde 


у, por lo tanto, 
леа Рае) Ао as 
i 
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La desigualdad (18) es tambión válida para cualquier función 
Гер de lo que podemos convencernos pasando al limi 
Do (17) y (48) se desprende que 


ПА fia Cel teo Ј аст, 


donde la constanto C, no dependo, en virtud do (16), ni de } ni do /. 
Sí, ahora, mostramos que para Lodo A > O fido el conjunto эй, 
compra do taciones medias J» (o) do ede Js бойон f (P) € 
€4, es compacto en С (0) (y, con mayor razón, en L, (QJ), la afir- 
jam” deb teorema (а dil corolario al team A D T 1%, 


jad d) del núcloo de mediación (vónso 


tap. 1, Introducción) 
мөс S ENGI iwo CM Ine 
y 


H^ ete [rtis ча», 


ton uno constante que no depende de /, en virtud de (10). La aplica- 
ción del teorema do Arzeli demuestra que el conjunto (f (9) = 
= fs?) os compacto en C (Q). 

Sea, ahora, эб = ЛА (Q). Designemos por k’ un conjunto de 


funciones F (2) de Й? (07) obtenidas como resultado do uno prolon- 
ación, según el teorema 1, p. 2, $ 4, de las funciones / (z) de of a 
cierto dominio Q^. Q = Q- Ya que ЇР шм) «c const. 17 lle 

constante que no depende de /), el conjunto c4' es acotado 


9) Ses un conjunto N de funciones continuas en  oquiacotado 
m ИТ c conet para odo C B, y para битиг e S 
Bor da) > 0, tal que con оше дана s^ de D tales que 1? — В 
ile) elite para odo g € 9 on muero сз M = siin, yla 
porn Ay so desprende do la equlacitacin de las derivada, 


из cualquier x € exista wn рано de еме can 
Al menor que à a. Extrayamos de la кейш ШАН 
) que sea convergente en cada punto del conjunto (22 Ji entonces, Û zy, — 
оп, < 3-24 cuando ky, l > Ni. Extrayamos de (ex, ) una suliucnión 
b, quo sea convergonte en cada punto del conjunto (23), ste. De esto modo, 
para cualquier m tenemos una sucesión (ry) que pose la propiedad: [д 
— tis ср, 3-27 cuando tn. La > Na. Ex obvio que ита sucesión diagonal 
(сы) 5 Fundamental en С i. 


зн 
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en ЙЗ (Q'). El mismo es compacto еп Ls (Q'), según lo demostrado, 

Esto quiere decir que el conjunto af es compacto en Ls (Q). El teore- 

ma queda demostrado. 

и 
9). 

твоим 4, St un conjunto de funciones es acotado en H' (0), el 
conjunto de sus trazos en la superficie (n — A)-dimensional Y = Q de 
la clase С? es compacto en La (Г). 

Soa of un conjunto scolado en H* (0) y «fr. un conjunto de 
trazas en Y de las fonciones de af. Designemos por ef^ un conjunto, 
acotado en АЯ! (Q), compuesto de las prolongaciones en @' 2. de 
Jas funciones de «f (teorema 4, p. 2, $ 4, 00 C C). 

Soa Т, un trozo de la superficie T. que so proyecta univocamento 
в el dominio D del plano (z, = 0) y sea л, = q (2), ¥ € D, la 
ecuación do To, 9 (2) € C (D). Existe tal 82» 0 que cl dominio 
Qu = {r ЄР, e£) < ж < p (2) + 28) pertenece a Q^. 

Para toda función / (z) € C! (07) y para cualesquiera puntos z = 
= G^ n) Elo y (2, Ya) € Qu, tenemos: 

" 


16. i710) | he Rr. 


De osta ecuación se deduce que 
were specs |. [Lia 
Integremos la última desigualdad UR a ys (5, 26): 
мерез Tue тран" [lapa 


у, dospués, la desigunldod obtenida la integramos por z eu la 
superficie Г, (es decir, la multiplicamos por V IF 9a + ... F "a 
e integramos en D): 
aj аена (2 [paran | |vtpaz). 
Puesto que podemos dividir la superficie Г en un número finito 


де trozos y para cada uno de óstos es válida la desigualdad qu 
bamos de obtener, sumando estas desigualdades, tenemos 


Vlt Н +С чех. 
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donde las constantes C; у С; no dependen ni de f ni de 5. Dol modo 
habitual, nos convoncemos de que esta desigualdad es válida no sólo 
para toda función f € С! (Ọ') sino pera cualquier función de A! (Q^. 

En virtud de la observación al teorema sobre la prolongación de 
una función (véase p. 2, $ 4), de la última desigualdad tenemos otra 
desigualdad 


Mao SH o + CS Meco (19) 


quo es válida para toda / € Н! (0). 

De acuerdo con ol teorema 3 (del párrafo anterior) el conjunto of 
es compacto en L,(Q). Por eso, de cualquier sucesión infinita de 
elementos del conjunto sf se puede extraer una subsucesión f, 
pei, 2, . .., fundamenta] en Ls (Q): para todo e > O existe tal N 
que para todo p >N y q > N llf, — fe Пее < €. Pero on este 
caso la sucesión de trazas {p le, Р = 4, 2... es fundamental en 
La (5), dado que рага p, N de la desigualdad (19), escrita para 
1j Ta. y dodo desigualand (10) tendremos 


Wo fellis EFE M 1) fe ро (C1 +4040) = Cata 


siempre que tomamos б = e. El teorema está demostrado. 

6. Normalizaeiones cquivalentes de los espacios 271 in (Q). 
Supongamos que en un dominio Q, 90 € O, ei defini qoa mittis 
simétrica real P (а) = (pu (20), b J = d, . . ., л, que ев continua 
en 0. Esto significa que las funciones de valores reales pij (2) € 
єс (Q y pu = Pm і, j 1, ..., п. Supongamos, además, que en 
Q está dada una función real q (z) € C (Q), y en 20, una función 
тө! г (2) € C (00), 

Definamos en ° (Q) una forma bilineal hermitiana (р. 4, $ 2, 
cap. 1) 


Wü. gu S mul 


«de |+ J "eds @ 
4 


(en la última, integral, por supuesto, f = f jag, g = g log). 
TEONEMA 5. Sí una matriz P (ху está positivamente definida, es 
decir, si para cualquier vector completo E — (Ey. . . .. En) y para todo 
260 
„ЎР ЖР e 
«оп la constante y > 0, las funciones q (2) >O en 0, т (2) > en 
40у (о) q (2) sre 0, o bien т (а) se 0, entonces, la forma bilineal (20) 
i 
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define en Н" (Q) un producto escalar equivalente al producto escalar de 


la forma 


[ES e 
E 


Según la delinición (véase p. 4, $ 2, cap. 11), para demostrar ol 
teorema so debe establecer la existencia de dos constantes C, > O 
y С, > 0 tales que las desigualdades 

Wü. D CH Wes Hle s О, D) Q3 
tengan lugar para todo / € IP (Q). 

Indiquemos, anto todo, que por Ins condiciones del teorema, cada 
uno do los tros sumandos en la expresión para W (f, f) (on (20) g = 
= E o negativo, 

eto que 


| E идеа) У ае 
т] cm 
zaf ISI Pre Ani ко 


donde A= max Jl Pulley: 
jure nma А чен 


donde А, = | eio, y, conforme а la desigualdad (2) del punto 1 
Дотад feos 


donde А, = [7 icoon entonces la primera do las desigualdades (23) 
a лоти er gu ital 

Denosisonos la validoz de la gunda desigualdad en (29). Su- 
pongamos, al contrario, que la constante necesaria C; no existe. En- 
Tone, para todo maxi stem exis uma función fa (2) E H (O) 
tal que Dl ral ul 
fune da 


lo que es lo mismo, existe una 


unción gm (2) € Н! (Q) (ge = Й 1a нч) para cual 
[nr en 
* ^ 
Wes ge) Û Y Putus ins dr 


[p 


petes [ries dS < tim. 
E 
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De osta desigualdad se desprende que cada uno de los tres su- 
mandos en W (т. go) ез menor que 1/т y, por lo tanto (omplos- 
remos la desigualdad (21)) tienen lugar las desigualdades 


[veter [secte [ristas ci. e 


ү" 


En vista de (24), la sucesión gu, т = 1, 2, . .., es acotado en 
HP (Q) y por ello (teorema 3, p. 4) se puede extraer do ésta una sub- 
sucosíón fundamental en Ls (Q). Sin mencscabar la generalidad de 
tazonamiento, vamos a considerar que la propia sucesión gm, т = 
as fondamental en Ly (Q); es dei, | ль — t lo 7 
— 0 cuando m, p ос. 

Como, en virtud de la primera de las desigualdades (25), 


Пе tollo IS 
«вов He 2H veel o+ 21019 Hao 
БЕЛЕЕ 


entonces Il fm — Er yuo- 0 cuando т, p— оо, es decir, la 
sucesión gm. т == 1, 2. °. ., es también fundamental en Hf (0). 
Por ello, esta sucesión converge en la norma de //* (Q) hacia cierto 
elemento g € Н" (Q). Pasando еп la igualdad (24) y desigvoldades 
(25) al Jimite para m + оо, obtendremos los siguientes correlacionos: 


а) elio t. 
» i Ive dre 0. 


ә [tetas 
à) [rigras=0. 
LÀ 


De Jas igualdades b) y a) fluye que р = const = ШУТО | en 
Q y g logs VV TO | en 20. Pero, esto contradice, si q (2) se Û, a la 
igualdad e) o bien, si r (z) z& 0, a la igualdad d). El teorema queda 
demostrado. 

Sea Р (2) = p (2) E, donde E es una matriz unitaria. Del teore- 
ma 5 se desprende: 

совоклтао, La jorma bilineal 


WU, = | oig fg d+ | ri) feas. 
ё x 


w cav. ш. ESFACIOS FUNCIONALES 


donde p (2) € C (Q), q (2) EC (д), r (2) € C (д0), p (2) > const > 0, 
> O AA, 
40 en д0, define en ПА (0) un producto escalar equivalente al 
expresado por 

AUS Р) es una matriz positivamente definida y la 
Junción q (3) >0 en 0, la forma bilineal hermitianu 


Will, | x peat | ы 
E 


define en Ñ? (Q) un producto escalar equivalente al producto escalar (22). 
Como ¿ft (0) = H" (Q), del teorema 5 so deduce que en $ (Q) 
se puedo introducir un producto cscalar equivalente al producto 
escalar (22), por medio de la forma bilineal (20) pata r (z) == 1 on 


des teasciontes a AÈ (Q), 
20 y q (2) >0 on 0. TA d ертте үл. 


los valores do las forma: 
queda demostrado. 
Sea P (2) = р (2) Е. Del teorema 6 se desprende 
conoramo, La forma bilineal 


WU, d= 4 (VIVE + of) dz, 
donde р (2) ЄС (0), q (2) ЄС (O), p (2) > const >0, g (1) >0 en 
Quse fi^ (Q) un producto escalar equivalente al producto esca- 
En particular, el producto escalar 
ГА Pre” j VIVE de 
ivalente al producto escalar 

Ж Bole última Ке se pee directamente la desigualdad de 
Steklov 

Milo cons f Ivfpde 


que es válida para cualquier función / ЄЙ! (0). 


$ 6. Propiedades de las funciones 

de H*(Q) 
Ea ө pire etae a мотоа at lr sp 
H^ (Q) y C* (0), Mostraremos que si una función pertenece al 
VIR бүл учей. уе rait pei re 
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cio C' (0) (es decir, puedo cambiarse en un conjunto de medida nula 
de tal manera que sea continua en Q, junto con todas las derivadas. 
hasta Lésimo orden). 

Para obtener esto resultado necesitaremos representar una función, 
suticiontemente suave en Q, mediante una integral en Q respecto а 
ciertas combinaciones de las derivadas de la función. 

1. Representación de las funciones mediante integrales, 

TEOREMA 1, Supongamos que una función / (2) ЄС? (0) y la 
dimensión del espacio n >2. En este caso, para todo punto z € Q 
tiono lugar Ја igualdad 


!@-{пе-эм®а+ 


+f (OFE AD 0D) a, (0 
а 
donde. 
i 

A Pra n>2. 
оо) eios ® 

-anp para n=2, 
po TL ane el área de la superfiele de una esfera unitaria 


La función U (2—5) (que Meva el nombre de solución funda- 

monta! para ol operador do Laplace), siondo función de t, satisfaco, 

pora toes, Ia igualdad AU (Gz) ~ (r+... +r) U (=0, 

Jo que se pone de manifiesto modiante la derivación inmediata, 
Fijomos un punto arbitrario z € Q y escojamos є > 0 tan 

fo que la bola (|—z!4&*)c Q. En el dominio Q= 

= QN (17—El < e} pora lo función U (E — 2) (quo so toma por 


+) La igualdad () se resiiza también en el caso unidimensional (= (e 9). 


A una Моцай Беан comprobable ied тарх 


m————— da а forma (0) 


aA ide la ыма Uis Ule Ж оми, uo ilias 
prse م ت‎ и 


L 


ESPACIOS FUNCIONALES 


una función de la variable E) y para una función arbitraria f ($) € 
€ C* (0) liene lugar la fórmula de Green (véaso p. 2, 8 1). 


[чеге | (ve 42- 
į ^ 


—!®# =“ + | (06-9208. 


LEA) ® 


Dado que еп la ostora [Ex] t, qm — yyy, entonces, 
el segundo sumando del segundo miembro en (3) tiene (para n > 2) 
la forma 


Sl Ps | mas 
ru mn 
TR j 0-5 


cuum aS, (+ Ole), 6% 
n 


dido quo ol área de la osora [E—r|— к^ ны! а о, у pora 
Та -e tenemos 19-11) 006) y [LE |< const. 

Ja fugis D @ > A pelo ома а ее, 
ага к — 0, del primer miembro on Ja igualdad (3) es igual a la into- 
isl en Q de la ncn (e ч) AO) Pasando et C) al Шай 
para €> 0, y valióndonus de (4), obtendremos la igualdad (1) para 
л> 2. Para п = 2 la demostración es igual jón de que el 
segundo sumando del segundo miembro en (3), a diferencia de (4), 
es igual a f (z) + O (e In к), El teorema está demostrado. 

2. Continuidad y dilerenciabilidad continua de funciones de 4 (¢). 
En ol teorema 1 del párrafo anterior hemos obtenido la expresión 
Para una función arbitraria f Є È (0) en términos de Ja integral do 
las sogundas derivadas de esta función por el dominio Q. Cuando la 
función es más suave, / € C* (0), k > 2, а la qu oa, (1) ésta puedo 
oxpresarso también en términos de las derivadas de k-ésimo orden. 
Para obtener estas expresiones, necesitaremos la siguiente sencilla 
afirmación. 


$ E PROPIEDADES эк LAS FUNCIONES DE (Q) 
tema 1. Sea п 2» 3. Entonces, para todo y (real) la función 


wm ме pt2 вие 


wai (nrj(n—2) para pe —2, 
a == oaa 


satisface la ecuación Au, = | x |, cualquiera que sea z € f, = т 0. 
Recurriendo a cálenlos inmediatos, podemos convencernos de que: 
el lema enunciado es válido. 
Sea la función / Є C* (0). En virtud de la fórmula (1), para z € Q' 
tenemos 


fey- jUt- Barm A 


En particular, para n = 2 


јавна. % 

para n= 3 
10) = 4. в 

para n3 
10 [ien % 


Seu n=, y la función {(а)є С? @). Emplesndo la igualdad 
тера (ета 1) e integrando por partos, obtene- 


mos de (7): 
12) he f Al-Ain BE | (AND) alla E1. (8) 
Ez m 


si 


—5, de (T) y de la igualdad [tj = трт йена 1) 
obtondremos paro la función (s) С? (©) la expresión: 


feux | MAL 


1 


{ VOY (9 
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Ll пиона, Se 1 (3) € ё (б), p >2. Entonces, de las 
igualdade 


Ten - Coa r тесте 


А terr: 


ne son válidas para л > 4p — 3 y quo so desprenden del loma 1, 
en virtud de (7), tenemc 


Hori т di para т=4р—2 1010,4) 


19-0 [тга pam п=ёр—1, (f) 


donde Ci y Ci som ciertas constantes absolutas. Puesto quo 
amÁp-i, р>? 


Tater “Cif (Teter) * noter 
ena (roter) 


pora JEH (D), р;>2, de (7) resulta 
1) C | vn @) (рат) poro nm 4p (0) 
H 


ен [vero vi (терет) dt para п=4р+1 Opn) 
donde С; y Cî pa rra 

Аата e ms ass 
LL юе 92, p>i (ta 


[oi dp, р>: (a) 


$ & PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE Hh (0) m 


para toda f£ C (D). xs ls REI 
тео» | Та риа n-4p pei (Ia) 


HONS Con | Ea para пе 4, Р21, (Maps) 


para toda f € È+ (D), siendo С, constantes al 
жы ыз a edidi cn РР 
le 


Mentes, (| iara) ^ (рае ара) tonos пей, 


de (аа) 


КЕЖЕ (te^ 


KCl nmáp- 12. 
у, Análogamonto, de (11,4) (Lupe) 
MODI C langy п=4р—1>3, 
ПС ано, п=4р>4, 
MSCA ше п 4р4 25, 


donde la constanto C, dopende de л y del dominio Q. 
Así pues, la desiguoldad 


SA 
а 


дн, 
cumplo para tos Jas [£O ) 21, con una constanto 
e no depende. AA pm aul 
gano ds таш Пасивне, ai cualquier función / (2) E 


€ C (ja, 6) la representamos en la forma 
16) - i sime - 9er. 


E 


"1 
Si la función /еб cierto 1-0, a la par con (£2) 
ls, LET e 


ПСЛ „уга, 
le’ 
еп la cual la constante Сү > 0 no dependo de f. 
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En efecto, para todo vector а = (a, . . ., ал) de coordenadas 
enteras no negativas, | а |< 1, en virtud de (12) tenemos 


PNC a, < 
e 


«cii «cun 


|t HER, өе; 
Sumando estas desigualdades respecto a todo a, Ja | «7, obten- 
remos la desigualdad (13). 5 


Ses эмт, jc i^ 9 у modu) m= 2. <... 
es de C 1) qos convorgo en la norma 
(0) hacia f. En virtud de (13) 


9-11 gg +0 


IM 


vna 


sucesión de fu 
42) 


do DI 


Para m, -»ес, es decir, la sucesión fn, mmt, 2, ..., rosulta 
sor fondamental en la norma de C1). Esto significa que la 
función limite f pertenece a 9. Pasando en la desigualdad 
Vs leg fall le para m= оо, Llegamos a la 


conclusión de que. ju e (13) es válida para cualquier 
joi o 

бе una tuación [€ His LEI (O). Tonamon arbitrariamente vo 
subdominio © & Q y construyamos una función t(z) CC" (@) que 
on @ son igual a 1. La función t A 11 (фу, por oso porto 


песо а C! (0) y, consecuentemente, la función f portogoco а C! Ë) 
Por ser 0" arbitrario, la función f pertenece a С'(0). De esto 
modo queda demostrada la afirmación siguiente. 

(1 


TEOREMA :. Cualquier función м "d Du 
nece al espacio co es decir, ga 109) c c (gy. x 
бе, añora, ЛЕНТ" UE] (o). Supongamos que 203 СЇ, 


Entonces, en virtud del teorema sobre la prolongación para un 
dominio (cualquiera) ©, © 3Q, existe una función Р, pertene- 


(Q) perte- 


эт. ESPACIOS c^? y сї, ur у gt ña 


Н (o, que en Q coincide con f, cou la particu- 
مه‎ ПР з СИ н donde do cons 

Flan гана 
lante C' no depende do /. La función FEC*(0) y para olla tieno 
Juge la desigualdad |Р Даа СТАР у desigualdad (13) 


le» 
para la función F en el dominio Q"). Por lo tanto, fEC'(Ọ) y se 
cumple la desigualdad 
ИССИ og - 
Cum 
De este modo queda demostrada la siguiente afirmación. 


ciente аЙ" 
Joridad 


monza s. Si es que Qc LEÍ, entonces 1 0 


CU. En este caso para tada función JH” VENO) siene 
lugar la desigualdad (13) en la cual la constante C>>0 no depende de f. 


$ 7. Espacios С? y С” 
Espacios Не y HP, 

Hasta ahora examinábamos espacios funcionales (C*, Л", k = 
ZO 12. compuestos de funciones cuyas propiedades dieron: 
ciales «on iguales con relación a todas las variables independientes: 
"H^, por ejemplo, consta de todas las funciones, pertenecientes a /a, 
cuyas derivadas generalizadas hasta el k-ósimo orden inclusivo 
pertenecen a Ly. En la teoría de ecuaciones difereneíales también so 
emplean conjuntos de funciones que tienen diferentes propiedades 
diferenciales respecto a diferentes variables. En particular, en ol 
capitulo sexto dedicado a las sevaciones parabólicas serán emplead: 
107 espacios de fonciones que vamos a introducir a continuación. 

Sea D un dominio acotado del espacio R, (z = (zi... 2n) et 
mn punto en Ra) y sta Qr = (ЄР, O< û < T} vi cilindro de 
altura 72-0 cn el espacio Mas, А, X (— ce < i< оо). 

4. Espacios de Banach Ст." (Qs) y С® (Gr). Dosiguemos con 
(02). donde r>1 es un número entero. un conjunta de todas 
las funciones 7 (2, 7) continuas en Or y que admilen derivadas 

е continuas ва Qs. para cualesquiera (enteros y no 
negativos) о, ...,а„, aa... Haar 

Designemos con C^^'(Qr), donde #2>1 es un número entero. 
un conjunto de todas las funciones f (=, t) continuas en Qr y que 


ч ES Л i 
admiten derivadas шыр, continuas en бе, рага cueles- 
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quiera (enteres y по negativos) a. ..., аа, б, а... Баа 
HEGI _ 

Рог С" (бу) para r = 0 y por C'^* (Fr) para s = 0, vamos a 
entender un espacio C*.* (0) = С (Оу). 

Está claro que el conjunto C^* (Gr), r 2-0, cs un espacio do 
Banach cuya norma es 


Mer X xdi 


(r), + 2-0, es un espacio de Banach con la norma. 
v 


y el conjunto C* 
Uep J max 
EE 


2, Espacios de Hilbert H'"(Qr) y Н?” (Фу). Dosiguemos 
con И" (Or), donde r2»1 es un número entero. un conjunto do 
todas las funciones / (2. t), pertenecientes a а (Or), cuyas deri- 


vados generalizadas LL, рага todo y. sse an, + 


+ а (entero. 2: по negat pim). existen y pertenecen a Ls (Qr). 
Designemos con H***(Q,), donde s2»1 es un número entero, un 
conjunto de todos las funciones KE Pertenecientes a а (Or), 


cuyas derivadas generalizadas + para todo о, 
P (entero y no negativo) tales quo e... +A + PE 

Ss, existon y pertenecen а La (Or). * ды 

Por Hr.‘ m. por. Вч (Qs) para з = 0, vamos a 
entender буо Ae Q, МУНИ 

Indiquemos al princi; p las siguientes propiedades de los con- 
juntos Д (Or) y H^ (Qn) que se deducen Inmediatamente do las 
definiciones. 

4. Un conjunto H:® (Qz), r > 0, es un espacio de Hilbert con el 
producto escalar 


у житу. 7 


ОИ хаг аа. 


mientras que el conjunto Я» (Q+), s 2» 0, es un espacio do Hil- 
bert con el producto escalar 
eu] 


i тошу 


apra i 


эт, Espacios c^? y сл, нме y нз из 


2. Cualesquiera que sem r y s Osre?2« Н (00) c 
н? (Qr) E H" * (Q3). 
3. Si f(z, NEH" ° (Qr), pora 


emrt‏ س 
mttaer r par ЄН" O‏ 


наз +28627, donde 


4. Si f ден" * (0, J, pora me. 
(On. 


ا 


" ES p 
fs. la función E ЕН 
funciones de los espacios 217.8 (Qr) 


Mostremos ahora que | 


нч (Q, ido suficientemente suave el contorno д del domi- 
slo D. pueden ser prolongadas, conservando la suavidad. a los domi- 
pios más а 


ymplios que Qr. Para precisar, establezcamos la validez 
do la afirmación siguiente 

5, Sea D' un domi bitrario de А, tal que D ED”, y sean. 
4 y 1! números arbitrarios que satisfacen las desigualdade <0, 
1 > T. Designemos por Qo, а el cilindro {z € D', £ < t < г}. Si 
AD CC, т >A, para cualquier función f € J^ * (Qu). existe uno 
prolongación F Є H17»* (Qie, n) que es terminal on Qis, o. y, además, 
dione lugar la desigualdad 


VF haroa, AEC M s t W 
en la cual la constante positiva С no depende de la función f. SÈ 
ôD CC", 621. E cualquier función / € H*** (Qz) existo una 


prolongación F € HP» (Ore, n) que es terminal en л, lemás, 
Viene Jugar la desigualdad 


LE gar oy ¿CM Mar o o a 


ositiva C no depende de f. 
Fuseada F de la función / de Н" 


Sonde la constant 
longación (Qr), o de 
(Oy), se construye en dos etapas: primero se halla la prolonga- 
ción Ру de Ja función Y por la superficie lateral del cilindro Qr a un 
cilindro más amplio y = {z € D’, 0 < t< T} y de la misma altu- 
Yu Т} luego, la función F, se prol 
f= Т} y por la inferior (= €D, 
Para construir la función P, em 
al prolongar los funciones de #* (D) 
sd, además, de la prolongación, construida en el p. 2, 
funciones desde un paralelepipedo rectángul 
Designemos por Пу, 42» 0, un paralel 
[PIPER ОТ), y por 


ga por la base superior {z € D’, 
= Bj del cilindre Qi. ind 
learemos el mismo esquema que 
a D' (véase р. 2, $ 4), Hogamos 
de las 


pedo rectángulo 
RET y T, m los 
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>paralelepípedos rectángulos {|z | <a, il. .. n— 1, 0< 
аа 0St<T) y nica i=1 —1 Las 
X <0, 0 < tZ Т}, respectivamente, Sea la función z(z, 0) € 
ЄС“ (ls, ү) para cierto k 2-1. La prolongación Z (z, t) de la fun- 
ción 2 (z, 1) са el paralelepipedo IL, y se define en el paralelepipedo 
T; r de la manera siguiente: 


2. j= 3 A(z. 22,4), e 
а 


onde # = (ay, > 
ma algebraico lineal 
mm 


Sas 


AM demostrar el lema 1 p. 2, $ 4, hemos establecido quo Z (s, 1) € 
€C' (Tl, т) y para cualesquera ap»... an, Brag >0,..., р > 
20 at... Fan +B Sk, 


Ek SE ai 


donde la constante С > 0 no depende де s. Por ello, para todo r < k 
[E D 
y para todo s, ck 


жа) Y Ayo + Ааа es la solución del siste- 


СРС 


ла, СП nu 6 
donde la constante positiva C no depende de з. 
Puesto que en elespacia ИРА (уту y en i espacio H2% (5) 


^ conjunto C" (Пт) y, consocuentemente, el conjunto C^ (П, 
son siempre densos para todo k >r o para todo Е > 2s, respoctiva- 
nente (esta afirmación se demuestra como la afirmación análoga ра. 
та ol espacio H* (D), véase la propiedad 6 p. 1, $ 4), entonces, en 
girtud do que los conjuntos mencionados son complets, de 1o dicho 
dg desprende que también, para cualquier función #, perteneciente а 
Hes (ir) oa H^" (ir), existe la prolongación Z a May, 
perteneciente а He (ПА) o, respectivamente, а ffe (Па. 


3 y se cumple la desigualdad (4) o la (5), monto, 
Reiterando textualmente los razonamientos aplicados al demostrar el 
teorema 1 (p. 2, $ 4). obtendremos una función Р, (z, 1) que es 
Songación de la función / (z, t) en el cilindro 5, con la partio 


Д 


17. ESPACIOS C9 у Ct gh y afta m 
dad. de que si f € Н" (Оу), entonces F, € Hr (( tendrá lı 
det de яш ai / € Ht (05), entonces Р, €H" (00 y lugar 

[TT tep 


miontras quo si f € H^! (0), entonces F, € Н? (Qr) y se veri- 
fica la desigualdad 


ТА у, no Са 


(ep 


(las constantes positivas C, у C, en estas desigualdades no dopenden 
de jj, Además, la función Fj on Qr NUS dondo (pr (2 È 
€ D', 0 < t< T), y D” es un dominio en A, tal que D & D' ср". 

Construyamos ahora la prolongación F que necesitamos de la 
ا‎ f en el cilindro Qr a 


ción igual a F, 
función Р pertenece а 


Cuando la función f€ H?^* (Or), su. prolongación Р en al cilindro 

Qi а la definiremos por la ecuación P=} (t) Fa (z. 1), en la que 

EEC (~o. +00), ZU) =1 para 1€(0, 7), E(0=0 pora t> 

cp y рма £<; on cuanto а da función Р, (2, 1), olla 
e 

igual a Fs(z, f) on Of, igual a J AiP (а, E) on (еер, 


09.10) e igual a J AF (z, T- 


Ly) on (eeD', 

Т), dondo AÑ., Ais, es la solución del sistema alge- 

jones 3 Ai (E top 
а 


+++, mientras. 


que. Ais sse Ау ев la solución del sistema X A ( — Lp), 


s. Es evidente que la función FC H7^* (Qh, n) os tormi- 
u, y tiene lugar la desigualdad (2). 

De la propiedad 5, en virtud del lema 1 p. 2, $ 3, obtenemos 
mediatamente la validez de la afirmación siguiente (véase en el 


р. 3, $ 4 la afirmación correspondiente para cl espacio Ji^ 
6. Si el contorno D ЄС", r > 1, el conjunto C" (Q7) es siempre. 
denso en H ғ (0;). Cuando 8D € C™, s > 1, el conjunto С” (бу) es 


siempre denso en Hi (Or). 
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7. Seo f (z, 1) € H% * (Qr) y sea S una superficie (п — 1)-dimon- 
sional de clase C* perteneciente а D; en particular, S puede coincidir 
con el contorno 20 del dominio D. 

Designemos con Гу. la superficie cilíndrica {z € 5,0 < Т): 
la superficie lateral Торт = {= ЄӘр, 0<1< T) del cilindro 
Or la designaromos con E. 

De acuerdo con la propiedad 6 (ôD € C’), existe una sucesión 
fm k=14,2. do funciones de C' (у) tal que lim Ph 
lao, = O. Ya que Ъз fonciones fa (z, D kn. 
siendo funciones de =, a C! (D) рага todo t € 10, Thu tie 
men lugar, para todo ‘eC O, Т}, los desigualdades 

ФА Ма С fee А а, 2... 0) 
ue C, siendo constante positiva, depende sólo del dominio D 
de la superficio S (véase la desigualdad (3) p. 1, $ 5). Integrando 
ÑO) respecto de 1 € (0, 7), obtendremos las desigualdades 
ATT AN Bone 


Puesto que la sucesión Ja kei. 2, ..., ев fundamental en 
H Qr) de ls últimas desigaldads Huye que en la suporlicio 
ucosión de valores de ostas funciones fa kx, perg, ya ke 
damental en Z+ (Ps. з). Por consiguiente, existe. 
т) hacia la cual converge en Га (Гат) 
1а sucesión fai ers gı F1 sess con la particularidad (lo que 
se comprueba con facilidad reiterando los razonamientos correspon- 
les del p.1, $ 5) de que la función fr, , no dependo do cómo so 
elija la sucesión Ja. kt, 2. ..., que aproxima la función f- 
Es natural Шата la función fr, trazo de la función f (de 
m E fen on la superficie cilíndrica T, s. y designarla con el sim- 


prr ûn el p. 1, $ 5, nos convencemos sin dificultad de que 
[m 


(aquí, шт, ciem es y liar, y3) donde С >0 no depende do f. 

Indiquemos que si 2 os wn conjunto acotado arbitrario de funcio- 
nes do His *(0,), e conjunto of" de las trazas de estos fonciones en 
Тат será, a causa de la última desigualdad, acotado en L, (Гат) 
үү diera el Qo roles El peso I (Qn) o deem 
pacto. 

El concepto de traza introducido permite extender a las funciones 
de H’. ° (Qr) la fórmula de integración por partes. A saber, para 


45 EIEMPLOS DE OPERADORES m 


cualesquiora dos funciones / y g de H° * (Qz) tiene lugar la fórmula 
de integración por partes (fórmula de Ostrogradski) 


Í p aaf mas] АСГА 


donde n, es la i-ésima coordenada do un vector (unitario) n-dimen- 
sional de la normal exterior а la superficie 0D, ¿=1, 2, -... п, 
y las funciones f, g que se encuentran bajo el signo do la integral, 
extendida por la superficie lateral Гу del cilindro Qy, son trazas de 
lbs funciones f y g en Ty. La demostración de esta fórmula se obtiono 
con facilidad (compárese con ol p. 2, $ 5), aproximando en AH". * (Q7) 
las fonciones f y g por las funciones de С' (r). 

Cuando EH” ° (Qr), rz=1, cualquier derivada de esta función 
mespecto а Zas ... 2„ de orden inferior a r tiene una traza sobre 
la superficie lateral T, del cilindro Or. Cuando /ЄН?"'(0г), 
s1, Ueno traza en la superficie lateral Tr del cilindro Qr 
cualquier derivada HF рага aa +... +a, + 2 <2. 


$ 8. Ejemplos de operadores 
en espacios funeionale. 


:radores integrales. Ecuación integral de Fredholm. Sea Q 
эп dominio acotado del espacio n-di ional А,. Examinemos en 
QX Q uma función mediblo K (z, y). Sea la función / (y) tal que 
pora casí todo т C OK (z, y) |) € la (0) (por ejemplo, f = O). 
A toda f (y) de eto io la pondremos e correspondencia una fun- 
ción 


©-} K (e fü) dy. o 


Esta representación ode considere como un operador (lineal, 
evidentemente) que actúa до L, (0) еп L, (Q), de La (Q) en La (0), 
de C (O) еп C (Q), ete. La función K (z, y) se denomina núcleo 
esto oporador. El operador en cuestión puede ser definido, por 5 
puesto, no en todo el espacio, por ejemplo, para un operador que acti 
de C (Q) еп C (O) el papel de campo de definición lo desempeña un 
conjunto de aquellas funciones de С (7) para las cuales g (z) € C (0). 
No obstante, es facil ver que si ol núcleo X (z, y) € C (Q X Q), el 
operador está definido siempre (en Za (0), en La (0), en C (0) y es 
acotado: 


a 
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Vamos s considerar el operador con el núcleo К (z, y) = 
= Ko (2,y)1=— y [donde К, (x,y) ЄС (075 0), y0 «a <n, 
y definido por la fórmula (1), como un operador que actúa de C (Q) 
en C (D) y como un operador que actúa de Ly (Q) en L, (0), designán= 
dolo en ambos casos con K: 


#- кі. о 

El operador К so llama operador integral de Fredholm. De ncuerdo 

con los resultados del p. 12, $ 1, cap. 11, para toda función / € C (O) 

la función g € C (0). Esto significa que el operador К, quo actúa 
de C (0) «n С (O), està definido en todo C ( 

Puesto que las funciones f IK, Wilay y 1 IK (z, y) [dz son 
continuas on Û, ellas son acotadas, es decir. 


Am K (z, y) ldz, Kir. LI 
maz {ш}! [T az fi e na}j<e 0 
Como para todo punto x € Q tiene lugar 

n єн» | IK s re AM log, 


entonces lg llag; <A Mfg. Quiere decir, eb operador К, 
quo actúa de C (Q) en C (Q), es acotado y 1 К} <A. 


Sea f (5) € La (Q). Puesto que las funciones пор fure ite 


y pue 01 pertenocon а La (0) (la última pertenece incluso 


a C(O), entonces, según el corolario del teorema de Fubini. 
funcionas tr УР Y K (æ Y ereneun э 0009. 
do tanto, al espocio 2, (О x 0) pertenece también la función 


K(s у) f), ya que K(s, «<LI, 
En este caso, de acuerdo con el teorema de Fubini, las funciones 
#@= [Kt йй, | IKE dy y (IK, HE GO Рау 
pertenecen а Lx (Q). Para asi todo тЄ@ tenemos la desigunidad 
lette [IK plèn [IKE DP 

è 


SAJ IKE DIR 
è 
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de la cun se deduce que g (z) € La (0). Integrando esta desigualdad 
58 G Y aprovechando el оша de Раша: obtendremos 


Текелер, ПОР 


=4 firme (quee. laz) dye Alfa > 


De esto modo, el operador К, que actúa de La (Q) on Za (Q), está 
definido en todo el Za (0), es acotado y | К (<A. 

Va t. El operador K que actáa de La (Q) en La (Q) es total- 
mente continuo, El operador K que actúa de С (Q) еп C (Q) es total- 
mente continuo. 

1. Examínemos primero un operador К que actúa de la (Q) en 
hl no función Ky (т, y) definida para cualquier N >> Ô por la 
igual 


Cy) para|z—yio N^ 
Kee n [ere pri | c 


rtonece a С (FXO). Como para vn punto arbitrario з € Q tiene 
lugar la desigualdad 


уке. y) - Ky dy 


= f Mn 


anie 
Y А» 
se O бугш 


donde BK, 
unitaria (1—4)-dimensional, entonces respecto a todo є2>0 se 
puedo indicar tal N que 


mox | |K (z, gj) — Kx ld <=. 
"i peg 


Puesto que Ky (т. y) CC (TXT), existe un polinomio P(z, y) 
tal que |P (z, y)—Kx (2, |< түрү Para todo (z, y)E7XO. 
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Esto significa que 
тах Í VK (2, Y—P (2, i) | dy max [me И-ке dy 
E EJ 


net [Mte PG, Dla < rt [7] 


De manera análoga se establece que 
max [re 9)— P (. yd dr e. 4) 
3 


El polinomio Р(х, y) y la función G(z, y)= K (z, y) P (z, y) 
Han Pi ШИ" so pueden considerar como núcleos de los 


экендин» мй: dl tipo: Dos Digamos: sali (operados 
con Р y G, respectivamente. En esto caso tendremos la ecuación 
K=P+G, 
(4) y (4), la acotación 
[10 

Asi puos, el operador K está representado como una suma del 
operador G cuya norma es tan pequeña como se quiera y del opera- 
dor P de medida finita (este último transforma Ls (0) en un conjun- 
to de polinomios cuyo grado no es superior al del polinomio P (z, y). 
Por oso, on virtud del teorema 4 p. 9, $ 3, cap. II, К os totalmente 
continuo. 

2. Examinemos ahora el operador К que actáa'de С (Q) on С (0). 
Ya que К es acotado, cualquier conjunto ef, acotado en C (Q), 
transloca por й п un conjunto acotado af. En vita de ls sol 
ados obtenidos өп al p. 12, $ 1, cap. I1, para todo + > 0 existe tal 


6>0 que a a) — K G^, y) [dy < e, siempre que | i — 
— 2" | « 8. Por ello, рага ¡11 — 2^ | < 5 

Пе) anie Û IK, )— KG ПА аре Ло 

Resulta pues, que el conjunto „#” de funciones continuas en O 
«з equíacotado y equicontinmo. Por consiguiente, Según el teoroma 
de Arzelá, es compacto. El lema está demostrado. 

La ecuación Ф = Ке + f, donde p es un parámetro complejo 
y K, un operador integral de Fredholm, es decir, una ecuación 

Pl) { K (z, уж (ў)4у+1(®). © 


se Паша ecuación integral de Fredholm (de segundo género). 


y, on virtud 
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Consideremos la ecuación (5) en La (0) Y € La (0) y busquemos 
la solución de q en Т. (0). 

"En virtud del lema 1, para la ecuación (5) son válidos los teore- 
mas de Fredholm (рр. 3—7, $4, cap. LI). En particular, зі р no es el 
número característico del operador К (la cantidad de tales números 
es a lo sumo un conjunto numerable), existe un operador acotado 
(I — рК), es decir, la ecuación (5) tiene la única solución q € 
UN ca rai TUER 

Si el núcleo К (z, y) poseo la propiedad de que K(z, у) = К (9,2), 
entonces el operador К que actúa de La (Q) en L, (Q) es autoconjugado. 

Eo eco, sega ol teorema de Pubini, paca cualesquiera € y 
Y de La 


(Ke, Duo 
al j Ke. DIR] eon (f Ke DFE de) dy = 


={ eu) (ү RO FEJE) ду (в, Кад» 


Por osta razón, para el operador К son válidos los resultados do- 
mostrados en e § 5, cop. TY, рага un operador general autoconjugado 
o. Ва particular, todos los valores propios y nú- 
os característicos del operador K son vales y en el espacio Ln (0) 
бе valores propios de esto 
2, $ 5, cap. TT). 

атов que en un dominio 

ins función mediable acotada 


do. lal <k, donde k>1. pera 
Ls (d e E @ quedo sena e a función y uoa басда 
[Er 2 au (2) Df (0) 16) 


ador lineal diferencial (де La (Q) еп La (Q)). Vamos 
а considerar que el operador Z es del orden f, es decir, por lo menos 
uno de los coeficientes 2, (2), para | а | = k, es distinto do coro (nn 
conjunto en el que a, (z) 7e Ò no ce conjunto de medida mula 

El operador £ por supuesto, no está definido en todo el 
No obstante, un conjunto de funciones f. para las cuales tien 
lido la expresión (6) (D°/ es una derivada generalizada), contiene 
Н“ (Q). Por ello, H* (Q) so puedo tomar como campo de definición 
Че osto operador. 

Si todas las funciones a, (2), |æ | < k, son continuas en Q, la 
fórmula (6) define también el operador lines] de C (0) en С (0) 
(operador lineal diferencia! que actúa do C (Q) en C (Q)) А título do 
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campo de definición del operador Y se puede tomar, en este caso, 
С (0). 

Ж caso particular del operador Y, que actúa de L,(Q) en 
La (0) (de. me Er сг operador De, | « | = 
= k, quea cida f de. (de ) pone en correspondencia 
su derivada е Кд ү жык De, que actúa de 
La (Q) en Ly (0). no es acotado, ya que él transforma una sucesión 
fm (2) = eimi), mo 8, 2, ..., de funciones de НА (Q), aco- 
tado en /4(0) (Ife lis == VTO]. m=1, 2, ...), en otra sucesión. 
по (a) = im етан, mm, 2,.... no acotada on Z(O) 
Cl Bm Пао = mt V [O] > 00 cuando т-» 00). 

De modo análogo se puedo demostrar que también Z, k > 1, que 
actúa de L, (0) on Ls (Q). no es acotado. como tampoco son acotados 
los Кү y € de C (Q) en C (Q. 

El operador £, considerado como un operador que actúa de 
H^ (Q) ев La (д), o do C* (0) en C @), será acotado, puesto que 
para toda f € H* (0) (C* (0) 


V f lexo S const | f lly, (WES lag, const 7 eag). 


PROBLEMAS DEL CAPITULO Ш. 


1. Una bola s= (fx | « 1) del espacio de Banach llamaremos estries 
IDEAE ы КТЕ Ê 
DAN E E m ij д 
iltaría estrictamente convexa en los espacios С (0), Za (0), 


s (0), Mille el conjunto 
do todos los puntos y de la todos Jos puntos del 
segmento az P @ — ауу, 0а <1, Pesta err. 

3. Un conjunto CA (0) es una variedad lineal en CA (Ü). Designamos por 
ČA) la adherencia de esto conjunto según la norma max У) |р}: 
Nr 


1o de la ostora unitaria en C ( 
pep 


Ф (fj = дк 0). ¿00 qué funciones consta À @т 5 
d. Mostre [3 siempre denso ва Ch 0), 
Р E TIA 
Jtr una sema directa de oM y 478 Орн ет quer elemento] 
7. Xan A E SN llamo tam Т ИС 
lama complemento “ortogonal a f. (rospectivamónts 


j" Repreeéntexe el espacio СА (a, Б) coro la suma directa del subespacio 
мда, М) y de algún subespacio f°. Hállese la dimensión de f. 
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6. Un conjnto de funciones de Ly (0) iguales а cro еы siempro) an ol 
ишо @ фе фе ча мера, praeest 
n; Pim tr eon g r sen g), 0 < 9 < 2, examinamos 
e ehia ne ib dod 
8 Ma S rompa que Ie. маа fa (e), m = 1, 2,.. de funcions de 
n j oe mente Gonvererta en L (0) bacin ми Junin. y la mentón 
D^ f, т == 1,2,.. y рага а = (Gy, < «1 du) 1 2 | == R, ез acotada en La (0). 
Моне que la fico (adito la derivada generalizada 09), 

Supongamos que la sucesión fm (2), m = 1, 2, ..., de funcionos de 
со jes A6ilmenta convergoote en Ly (Q) y ls жентек SL m4, 


cof acotados en Lo (0); Mula que la sucesión fm, m == fy 
Lio 333 [d 


aerlemente e 


e emondiadas y que sea то compacta га Л (O) 
40: Muéstre que si una sucesión / ш, m = 1, 2 + 

4 (D, co 1, converge débilmente en Za (Q) hacia la función /, y para todo 

аа. 1. e а} = А, DII Bagg) < боа, mm 1, 2, ..„ емөме, 

2116 de Qu көше. 2 e IP (0) converge бепе 

Ti. Denuéstese Ad fusión 4 (a) de да) de ca (R) 

ud edad "un t О, (Ri), 


кеш enbo ndi erm F (e) et 
pio más amplio Q. (C^ O) Eu eto cao tone. 
Vie le быды Y [XE 


мён que la adherencia de зга variedad Howe de utc 
lrivablos on O, que sp reducen a cero 
propio entorno) del punto 2 coin Ж 
Demoéstree que um con as 1) de lolas la funciona f do 
т O para lo cos 71) e FON o un фано del төө (A, P). 
Moistree. que tienen lugar las siguientes Incorporaciones 1,1) Î (a, 1) с 
c Pr. Mrs complementos tain de б. 0, o Dio, 9) 
3 do Йө, B) en AN (a. у constráyanes Бака orú normales do los espacios 
A 
т ыр i 


эй odo жт К ыш ед» эра аа E, ч 
). Llamaremos esta función valor de la función f 


Г ада je I (0) existe una trata / Ly de 1a (R°), емйр 
que жа z, e 661—0, a] 
remm a pem eec ter a 
Tee cil dd E € A ere d, Dea tunelin nit 
ul 


Каш кп nc parace a A 
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45. Domuéstrese que un conjunto de trazas de todas las fonciones do JP (Q) 
en la гирей (С I dimensional Sc Q no coinside con a (5). 


E ERE 
seh sna) Y mim би. pu 1n 

iei qu cin) petens aa Cr) pce 
оса! añ ио адий tica шине, 0 © 0 өш 
М rin da O (O el qu putas үшын y 2” de шш ири 
ешршш ITE FUTT за dea coma Es 
aa desigualdad pa Valor ln 7 7 
Дуся i шше Oa, 

ensis н н Je TO (9 ca us dominio кавана, 


їсс, prs coautor a ар-на, y м a tuneita [i TT 


«ei tt у ag c Et 
E 


18. Demuéstrese que todo conjunto acotado en ao, (Q es un 
domino ояна, 0€ 113) ө compacto en c4, 


та Supongamos unes E) ПЕТРО permea О, 
0 (2) EC (0), ERA , а (x) > 0 en 00. Mubstroso. 


e ls oras 
[enge (jo) (qa). 
€: Bir? »-[ sni iba as) (T ), 


i (Qua 40 б 0:00, deinen om A (Q) productos eal oquivalantos al 
produ: 


tonces [EC (U) para cualquier a< 


то. 


7 Е! мах. 


20. Supongamos que vo fein A (e) € 21 90, 1D y A (a) > O cundo 
42 3 Dantan su. an conpltacin del ааны de йө lt 
Tulle de РН ЫТ e dm зө ana norma оеп 


4» por ol producto escalar | А (e) (z) de. Domuéstreso quo Ha (0, 1) = La 
(0, 1) cuando, y sólo cuando, Nim, kis) rh. 
E 


21. Mofetrese quo en el espacio ЙА (Q) los productos escalares (f, = 
“| PELIS var] ELM 
ien ia 
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22. Ses / € La (0, 1). Una funcional lineal 1, (o) = 0, urag) ев acota 
n ŠIM (0, 1) cualquiera que sea > O. Según el teorema do Riesz, existe un elo- 
mento (único) P € Й* (0, 1) tal qua para todos los и € ЙА (0, 1) se tene iy (a) = 
=U, ayay y Hille P y prte qe PEREO, 00, 0. 


(A titulo de un producto oscar tómense a) product escalar (f, ¢) = | кыра, 
і 
M producto кош, = |+ В de. dondo =). 


LITERATURA ADICIONAL PARA El, CAPITULO I11 
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en rud). 


CAPITULO Iv. ECUACIONES ELIPTICAS 


$ 1. Soluciones generalizadas de los 
problemas de contorno. 
Problemas de valores propios 


1. Soluciones clásicas y generalizadas de los problemas de con- 

torno. Sea dada en un dominio n-dimensional Q uns ecuación oliptica 

Zum div (г) Vi) а (um (2), 0) 

cuyos coeficientes son de valores reales y satisfacen las condiciones 
«ес, EEC, Жш) > 0 para todo 260. 

La función и (2) y el 

hablando en general, pueden ser - 

Іа función u(z) de С2(0) N C(Q) se Паша solución (solución 

problema de contorno o del problema de Dirichlet 

en Q ella satisfaco la ecuación (4) y en el 


p o 
donde p(z) es una función prefijado, 


La función u(2)€C*(Q) N CUR) so Шаша solución (solución 
clásica) del tercer problema de contorno para la ecuación (1), sí оп Q 
olla satisfoce la ecuación (1) y en el contorno д0, la condición 


(боон) |g = «e. o 


onde o (z) es una función prelijada de C (0) y (а) es una fun- 
Sión prefiada, Convengamos en considerar 0 (z) > 0. 
‘Si ls función o (2) en (3) es idónticamente igual a coro, el torcer 
problema de contorno se denomina segundo problema de contorno o 
de Neumann. 
Cuando n=1, la ecuación (1) es una ecuación diferencial ordi- 
пайа 


Lum (k(z)u') —a(z)u- f (5). [ 


Еп este caso el dominio О representa en sí un intervalo (а, f), y las 
condiciones límites del primer y tercer problemas de contorno tie- 
mon, respectivamente, la forma 


чре ule [7] 
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y 
(ш) Por (4 4016) onm ie в) 
donde у, ү, 0 >0, d, > 0 son ciertas constantes dadas. 
Sea la 


función u (z) una solución clásica en el dominio Q del 
primer problema de contorno (1), (2). Multipliquemos la identidad (1) 


por una función arbitraria Р (z) € С* (Q) e integremos en Q la igual- 
Ostrograc 


dad obtenida. Valiéndonos de la fórm: 'dski obtendre- 
mos 


[ootad ан [7] 


(la integral que surge al realizar la operación por el contorno д0 es 
igual a cero, por ser la función v terminal). 

Si suponemos, además, que las de las parciales de la solución 
us € La (Q) Em n, es decir, que u (1) € H (Q), y f (a) € 
€ Ly (Q), la identi integral (4) tendrá lugar no sólo para todas 
las funciones v (2) € É* (7) sino también para todas las ЄЙ! (Q). 
Para cerciorarse de esto tomemos una función arbitraria v de Й (0) 
y una sucesión vy (2), k = 1, 2, . . ., de funciones de Û" (0) que en 
la norma de И! (Q) Ld 00) ja la función v. Para toda función 


¡lación clásica u dol problema (1), 
се la identidad into- 


rol (4) para toda v € Й" (O). 
E" troduzcamos la sigui o e del proble 
se llama solución proble- 
sl ella satisfaco la identidad (4) para toda 
v € Hi (0) y la condición límite (2). En la condición limito (2) la 
igualdad e entiende como igualdad de elementos pertenecientes а 
a (00), siendo u lag una traza de la función u- 

Soñalemos que el concepto enunciado de un» solución genorali- 
zada no es en plena medida una generalización del concepto clásico 
correspondiente, pues para que una clásica u (2) sen genera 
Tizada, sole deben impone ciertas condiciones adicionales de carácter 
Уе. a saber, suponer que u € (Q) y Zu € L (0), donde £ 
es un operador en (0). 

Del modo análogo se puede introducir el concepto de la solución 
goneralizada del tercer (segundo) problema de contorno para la 
nación (1). Sea la función ш (+) una solución clásica del tercer 
Problema de contorno (1), (3). Saponzamas que el segundo miembro 
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f (z) en la ecuación (1) pertenece а Ly (Q), y la función q (z) en la 
condición limite (3) pertenece a L, (20). Multipliquemos la id 
tidad (1) por una función arbitraria v (2) de ^ (Q) e integremos la 
igualdad obtenida on el dominio Q. Valiéndonos de la fórmula de 
Ostrogradski obtendremos la identidad integral 


| (eran c+ | touas = — | pae | iras, © 


„ Li d satisfecha por la solución clásica u (2) para todas las v (z) € 

Introduzcamos la siguiente definición. 

Una función и € If" (Q) se denomina solución generalizada del 
tercer (del segundo, si a (2) == 0) problema de contorno para la ecuación 
(1), siendo / € Ly (Q). y € La (д0), si para ella se cumple la iden- 
tidad (5) cualquiera que ses v € ^ (Q). 

Enunciando las definiciones de soluciones genoralizadas, supo- 
níamos que las funciones v en (4) y (5) son do valores complejos. Мо 
obstante, pueden ser. del mismo modo, consideradas de valores rea- 
les. En efecto, зі la función и de Н" (0) satisface, por ojemplo, la 
Identidad (6) para todas Jas v do valores complejo de dn (O), es obvio 
que satisfacorá la misma identidad para toda: 


de H (0). Y viceversa, supongamos que la 


condiciones де equili 
rales (4) y (5), que fi la definición de 
ralízadas, coincidon con las identidades (4) y (1). p. 1,53, cap I. 

Las definiciones do las soluciones generalizadas de los problemas 
de contorno рага lo ecuación (1) pueden también sor extendidas, por 
supuesto, al caso unidimensional. La función u del espacio 4! (a, D) 
isface las condiciones límites (2,) (del teorema 3, р. 2, § 6, 
р. III, se desprende que u € C (la, BI), será la solución generali- 
zada del primer problema de contorno para la ecuación (1). sí para 


cualquier v € /P (a, B) se cumple la igualdad 
n n 
| rni) de — | feas. (40 


soluciones go 
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Una función u de Н? (a, B) es la solución generalizada del tercer 
(segundo) problema de contorno para la ecuación (1,), si para toda 
v€ F’ (a, B) se cumple la igualdad 


j (ки + aug) de + k (f) сун (B) v (B) + k (а) сун (a) (а) = 


n 
- -i fdz +k (B) TO) +k (a) ә (а). (б) 


En este párrafo se estudian las soluciones genorali 

que las soluciones generalizadas son 
(Q), usareme liamento los 
les correspondientes obtenidos en el capítulo se- 


gundo. 
La investigación do las soluciones clásicas de los problemas do 
contorno es una tarea mucho más complicada y es natural dividirla 


dos problemas más simples: primero construir una solución gene- 
lizado y luogo, al establecer (admitiendo ciortas suposiciones) su 
ıd, mostrar que es una solución clásica. La demostración de 
Че las soluciones generalizadas será llevada a cabo en ol 

punto siguiente. 

2. Existencia y unicidad de la solución generalizada on cl caso 
más simple. El estudio do las cnostioncs rolaciovadas con la existen- 
cia y la unicidad de las soluciones generalizadas de los problemas 
de contorno es más conveniente empezarlo por el caso en que las con- 
diciones limites son homogéneas (es decir, la función q es igual a 
coro). Por definición, la solución generalizada del problema do con- 
torno (1), (2) para q = 0 es una función и de HÎ (Q), que satisfaco 


para toda v € Й" (Q) la identidad integral (4): 
Û vuoi + au) dz — | frs. 
E E 


La solución generalizada del tercer (segundo) problema de con- 
terno (1). (3) para y = O es una función v € H* (D). que para tod 
V EIN (O) satisface la identidad integral 


[оиу au) ае | horas = — | faz. в) 
а E i 


Sea a (2) > 0 en Q. Entonces, según ol corolario dol teorema 6, 
р. 6, $ 5, cop. III, en el espacio Й" (0) se puede introducir un pro- 
ducto escalar que sea equivalente al producto ordinario ((u, v) = 


E CAP ту POUACIONES кыта. 
- [v A dio) as) 
(a. ding | (TV аш). @ 
a 


Por lo tanto, a la identidad (4) se le puede dar la forma siguiente 
[E o 
Para / tijada de 1200), (f, ohw será uno funcional lineal 
definida en Ji (Q). ve Hf (0). Como 
10. ho! < о е lso < CH Heo llis 


donde la constante positiva С no depende do f y v, esta funcional es 
acotada y su norma no supora a C |f ll» 
Do acuerdo con ol teorema de Riesz (teorema 1, p. 2, $ 8, cap. ID, 


еп Й\ (Q) existe una función F, para la cual (f, бше = (Fs: Dojo) 


cualquiera que sea v € Й" (Q). Tal función es única y satisface la 
desigualdad Il F, liz, < € II lla. Por consiguiente, on Ж! (0) 
existo una única función ш = F, quo satisface la identidad (8). 
De ost manora queda demostrado el siguiente teoremi 
"tonua 1. Cuando а (2) > O en Q, para toda f € La (0). esta 
también una sola solución generalizada del problema (1), (2) (para 


« = 0). Con ello, 
ling, Со o 


donde la constante positiva C по depende de f. 
Sia()>00 por lo menos una de las funciones а (2) o 
je nula, entonces, de acuerdo con el corola- 

5, cap. Ш, еш А" (0) se puede introd 


t, = [uned ааш (10) 
«ue sea cquivalento al producto ordinario. 
Por consiguiente, se puede escribir (6) en la forma 
(UP hor an 
Puesto uro fEL,(Q) fijada la funcional (f, visim, lineal 
respecto a ' (Q), es acotada: |(/, 
A D» donde о ma depende d 1 
mi de v, entonces, según el teorema de Riesz, en H'(Q) existe 
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una función F, para la cual (f, ш m (— Ра, нщ, cualquiera 
quo se vE H'(Q), con la particularidad de que esta función es 
bia y [Руш < Cif lxo- Por consiguiente, en H*(Q) existo 
la única función u С Ру que satisfaco la identidad (14). 

De esta manera queda demostrado el siguiente teorema. 

тоюм 2. Cuando а (2) >0 en Q y por lo menos una de las 
funciones a (2) о а (2) no es idénticamente nula, entonces, para toda 
f€ L, (Q) también existe una sola solución generalizada del problema 
(5), @) (para y = 0). Con ello 


Tall < Cli/ liso aa 


nen valoros reales. En efecto, sen ш = Re u -+ ifm и una 
solución generalizada de cualquiera de estos problemas de contorno. 
Puesto que los coefieontes y de ln función f зоп ronlos, 
la función Re ш es también uns solución generalizada del mismo 
оета, lo que se deduce de (4) (o de (5) (las funciones v en (4) y 
rar como funciones do valores reales), Por eso, 


та de contorno para el 
ма número A tal que la función 
problema siguiente: 


div (k (а) V) — a (2), si o 
(2) son una solución clási 


fuel, 260, из) 
ирот. 
Bl mero A se Папа valar propio (correspondiente a la función pro- 
ia u (2). 
Pia нне que a cada función propia le corresponde un valor 
propio único, La correspondencia reciproca no es unívoca. En parti- 
onlar, si u (2) es una función propia, la función cu (z) 
tonstanto e s 0 es también propia, 
propio. Por esta causa se puede hablar de funciones propi: 
ds, por ejemplo, mediante la condición i. 
'5da A un valor propio y ses u (2) una función propia del primer 
problema de contorno y sea, además, u (z) € Й" (Q). Multiplicando 
(13) por © € Й* (Q) arbitraria e integrando la igualdad obte 
elalo 0 dams a la ¡dontidad integral 
[оттай E updz, (5) 
i 
a la cual la función u satisface para toda v € Й" (0). 
nian 


ida on 
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m tación w ch ua ero so Mama función genera: 
propia del primer contorno para el operador £; 
existe un hümero А tal que la función u satistaco la identidad into- 
gral (15) para toda v € Й* (Q); el número A se denomina valor propio 
(correspondiente а la función generalizada propia ш) 

Vamos a considerar que | ш [шш = 1. 

Una función и (2) que no es idénticamente nula se llama función 
propia. del tercer (segundo) problema de contorno para el operador 
= div (k (a) V) — a (3), Si existo un número A (alor propio 
Correspondiente a u (2) tal que la función и (2) sea una solución 
clásica del problema siguiente: 


Suau, 260, 
(бооно. 


Es fácil vor que la función propia del torcer (segundo). problema 
de contorno рага toda v € А" (Ù) эмсе la identidad integral 


а Dare a] on (15) 


Una función u € А? (Q) distinta de coco so Паша función genera- 
lizado propia del tercer (segundo) problema de contorno para el o 
dor $, si existe un número A (valor propio correspondiente a u) tal 
que pia toda v € I" (Q) la función u tee la Honda: Inte- 
gral (16). 

Vamos a considerar que || u шо, = 1 

En adelante on este párrafo consideraremos sólo funciones gono- 
трада propias y los valores propios qu les correspondon. N 
será cómodo examinar las identidades (15) y (16), que definon las 
funciones generalizadas propias, como igualdades de los productos 


oscaluras en el espacio L, (Q) y en los espacios Й? (0) o H* (0), ros- 
pectivamonte. 
Sea т = min е (2) (aquí no suponemos que a (2) 2» 0). Enton- 


ces la función 


Taea -т+1 imQ. 

Por eso, el producto escalar (equivalente al ordinario) puede ser 
dado en Й' (Q) por la igualdad 

ЕЛЫ j eu +. 


«ту 
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y en H (Q), por la igualdad 


б mom осона ае ins. — m 

Luego, las identidades (15) y (16) se pueden escribir en la forma 
(us jag A+) бше ч) 

T pr e» 


Establezcamos anto todo la validez de las siguientes afirmaciones. 
LEMA 1. Existe un operador lineal acotado А que actúa de І, (0) 


qe Š (Q), cuyo campo de definición es L (Q), para el cual tiene lugar 
la igual 

(s. Due = (t. Diag en 

cualquiera que sea v € I (Q). 

operador A tlene un operador inverso A "t, El operador A, al es 


considerado como un operador que actúa de Й (Q) en Й (Q), es auto- 
conjugado, positivo y totalmente continuo. 

TEMA 1. Existe un operador lineal acotado A” que actúa de La (0) 
a ГД ¿uso campo de definición es Ly (0). para el cual tiene 
la igual 


(и, моз (A'u, ag en) 
cualquiera que sea v Є (0. 

1 operador А? tiene un operador inverso A' “4. El operador A’, si es 
per crar u Operador que actúa de H (0) en HY (0), es auto- 

Jugado, positivo y totalmente continuo). 

ctas dies T Ta О, Md iima E az 
do igual manera. 

lara toda función (fijada) u € L, (Q) lineal respecto a v, v € 


Єй? (Q), la funcional 10) = (и, о): оу өз acotada, puesto que 
Тои, Who < Pls По lse < CH leo Y za) 
Por esta razón, según el teorema de Riesz, existo la única función 
VERON ПОП, = MENS йиш tal que (o) = 
= (U, viuo Para toda v € Jf? (Q). Esto equivale а que en Ly (0) 
está dado un operador A (lineal, evidentemente): Аш = U, para el 
cual tiene lugar (2). Como Il Au Igo < C ll ш, el opera 
*) El tipo de los operadores А y 4’ depende, por supuesto, de cómo se- 


deinen en J (0) y en H (O), respectivamente, los productos escalares, Aquí 
pic os productos «кайг у" Pr с 
m 
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dor А que actúa de L, (0) on Ж" (Q) es acotado, Si para cierta u 
do La (Q) Au = 0, entonces, en vista de (21), para toda v € И! (Q) х 
X (u, без = Û, es decir, ш = 0. Esto significa que el operador 
A existos 

De (21) so deduce quo el operador А quo actúa de //%(Q) on 
Î (Q) ез autoconjugado: (Au, о), == (ш, Deng = (v, Deo 
= (49, Wa = Ай De И) también те desprende que 
el operador d. «& positivo, 

Mostremos que el operador А que actúa de /Î* (Q) eu Й" (Q) es 


totalmente continuo. Elijamos en //* (0) wn conjunto de funciones 
arbitrario acotado. En virtud dol teorema 3, p. 4, $ 5, cap. IIl, 
esto conjunto es compacto en L, (0). Quiore decir, de cualesquiera. 
de sus subeonjuntas infinitos se puede extraer una sucesión t, я se 


== 1,2% Ls fundamental en La (0). Puesto que el operador А que 
actúa de Z, (Q) en Й* (Q) es acotado y. por Jo tanto, continuo, la 
sucesión 24,2, ..., es fundamental en JP (Q). El lema 
está, demostrado. 


De acuerdo con el lema 1, la identidad (19) se puode escribir en 
forma do una ecuación operaeional en cl espacio И! (Q): 


Û + т — I) Au mu, ней! (0). e) 


De acuerdo con el lema I, la identidad (20) se puedo eseri 
la forma de una ecuación operacional en el espacio И! (Q): 

OS er) 

Asi pues, el número À es el valor propio del primer (sogundo, co- 

rrespondiontemento) problema de contorno para el operador 7, y u, 

es la función propia generalizada quo so lo asigna a A, cuando, y sôlo 

cuando, (a + m — 1) es el número característico del operador 


autoconjugado totalmente continuo А quo actúa de Й' (Q) on Ж (Q) 
(А7 actúa de ЯА (0) on H* (Q)), y u es wn elemento que corresponde 
3 este número característico. 

Por eso, de los resultados obtenidos en el $ 5, eap. II, se infiore 
que existe a lo sumo un conjunto numerablo de valores propios dol 

imor (tercer) problems de contorno; esta conjunto no tiene puntos 
límites finitos, todos los valores propias son reales; a todo valor 
propio le corresponde un número finito (multiplicidad del valor 


opio) de funciones propias ortogonales entre si en Ж (0) (en 
e 


propios son ortogonales en Jf* (Q) (en Й" (0)). 
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Señalemos que para todo valor propio û del primer (tercer) proble- 
па do contorno se puedo elegir exactamente A (os la multiplicidad 
de Л) funciones propias reales ortogonales а pares en AP (0) (en 
O). Sen u = Re u + £ Tm u una балаа propio, correspondiam 
te al valor propio A. Puesto que À y los coeficientes k (2) y a (z) son 
reales, las funciones Re ш e Im и, como se ve de (15) y [3 (las fun- 
iones v en 5) y (16) pueden considerarso reales) son también 
funciones propias correspondientes al mismo número A. En este 
caso, no es dificil ver que el número máximo de funciones reales 
рори», ortogonales a pares, es igual а k. 

Mos M [S (23) 
una sucesión que contione todos los valores propios del primar биг, 
Ser) problema de contorno para el operador Y, con la particularidad 


de que cada valor propio se repeti veces como es Ја multi- 
рд del operador. Sos 
es 


un sistema de funciones propias generalizadas (ilu, Пико) = 4) 
ortogonales entre sí en Й' (0) (en й" (Q): cada u, correspondo al 
valor propio A: 

отдан md 
pora ol primer problema de contorno y 

фо фт A may rm does es) 
para el tercor problema de contorno. 


Multíplicando de modo escalar (25) ((25/)) en Й ( m» 
por нь, obtondremos, en virtud do (24) ((24), las igualdades 


а O ат), 
[D lao т), (20) 


Jas cuales (los productos escalares en //* (Q) y en H° (0) están dofi- 
nidos por las fórmulas (17) у (18)) pueden escribirse. forma. 


П [erhalt pane [7] 


оу 


para el primer problema de contorno у 
[чегет l (etapu F det | ораз, en) 


pora el tercer problema de contorno. 
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Do la igualdad (27) se deduce que para todo s= 1, 2, ... te- 
nemos 


h< m= min a(z) 7 
De la igualdad (27') se deduce que para todo s = 1, 2, ... te- 
nemos 
мє -т= —min a (2), ову 
E 


con la particularidad do que para cualquier s = f, . lugar. 
una desigualdad rigurosa, si (o) а (z) sé const, o g (2) yk 0. Si, en 
cambio, о (2) = 0 (segundo problema de contorno) y a (z) к= const, 
а (2) шш m, entonces entre los valores propios dol segundo problema 
de contorno existo um valor, igual a — m. con la función propia 
igual а const = UV [QU T. La multiplicidad de este valor propio es 1, 
puesto que debido a (27") todas las funciones propias que le corres- 


ponden satisfacen lo igualdad pa Vu f! de = 0, es docir, son cons- 


tantes. 
De (26) ((26') ке deduce que el sistema 


yr e 


өз ortonormado en Й" (Q) ton И\ (Q)). En vista del corolario 1 del 
„ el conjunto (2%) y. consecuentemente, (23) es infinito. 
por uy, f s. Valiéndonos de (21) (21), obtenemos la ¡gu 


teorema 2, p. 2, $ 5, cap. II, el sistema es la base ortonormal en 
Jh (Q) (en H' (0). Y como el espacio Й" (Q) (H* (Q)) es de dimensio- 
y — 9 cuando s- оо. 

Multipliquemos de modo oscalar (25) ((25')) en Й" (Q) (on Д 
ELEN docir, el sistema (24) 
dore L, D" Vi qd Qu vakiodad lina! tondida on litem 
Py pl ree жы ышы, (24) es siempre densa en Й" (Q) 
(on HY (Q)), será también siempre densa en L, (0). Por consiguiente, 


el sistema (24) es la base ortonormal en L4 (Q), es decir cualquier 
elemento / € L, (0) so desarrolla en una serie de Fourier convergente 
en La (0) » 

1= 2» f= (f, Bruen (29 
y зө verifica la igualdad de Parseval—Steklov 


Milo Же. 
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Sea una función f € H* (Q) (H' (Q)). Ella se desarrolla en una 
sere de Fourier según la baso ortonormal (2%), convergente en 
POP 


EIE rimase e 


жа tte дй grimar problema de contras Û € (0) y 


(r gina 00m 


an el caso del tercor problema de contorno ( € И! (0). Aqui so 
verifican las desigualdades de Parseval— Stakl 


3l Wine! =e 
y, corrospondientemente, 
bl (n -) o | Ito. 


La serit (30^) laro está, hacia / tambiéi 
ь norma de D. parando ls seris (90) Y (29), obtanamos 


fom (f. dro = (1 Je ym ДЫ 

"yr yr rm 

UG Trel ет 
-а-=ше-ЖмЁ 


(iso mi mM Rao Ж Р. 
de donde, en virtud de (28), 
PS 
<p Elm EH HDI 


—— 
y, correspondiontomente (en virtud de (28), 
Дыл» ттт DN Mao 
Por consiguiente, tiene Ingar la desigualdad 
БЕТ <A Ma an 


donde A, я = 1, 2, . . ., son los valores propios del primer problema 
de contorno, mientras que / € Å! (Q), y la desigualdad. 


AMAS Chino (2) 


1 tercer pot 
C'on (0) y (82) 
Siguiente teorema. 
1 primer o del ereer 
div (k (2) V) — 


„ son los valores propios 
de contorno, en tania que 7 € H (Q). La consta 
то depende dof; De et modo sá dota 
Los va 2 
(segundo) problema de. emm pae ti operador Y 
ca) ми reales y dy c — oo cuando s -> оо. Los valores propios 
del primer y reer bienes e enorme, pare а o O, ай ы del 
cepi (e ta problema de corn рата a (2) v cont satisfacen 
lo polio A — min ai. ашке que à $1, 2, - 


Los valores. del indo | Мета de contorno. la ión 
били a ши, КЕИ ышы эс — m 
= 1,2, ^, con la cularidad de que existe un val w propio de 
multipli 4, igual a — m, con una función propia generalizada 
ШАШ Ta nine rris rales О жй. е 

таз de contorno еп forman en La (O) una base ortonor- 
E аз decir, toda función f € Ly (Q) se desarrolla en una serie de Fou- 

ie ree nda h. Dere le fadia f Й (0) la serie 
тай en con propias найы 15 primer proble- 
та de contorno es convergente en Й\ (Q) y tiene lugar la desigualdad 
01) Verve cie e tere) red mein таша 
propias generalizadas del tercer (segundo) problema de contorno es 


convergente en H* (Q) y tiene lugar la deri 

үз боа Med y de las fun 
clones propias. Puesto que el operador 4, que actúa de Й" (Q) en 
да (Q) y está definido por la igualdad (24), es totalmente continuo, 


antoconfugndo y positivo lema, 1), entonces, de acuerdo con el t 
теша 1, p. 1, $ 5, cap. TI, su primer número característico (positivo, 
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evidlontomente) es 


(a, norma del elemento / on Ät está concordada con el pro- 
jucto escalar (17). Con ello, Ja funcional 7i, / M [lao toma 
el valor p, cuando = ш, donde u, es el primer elemento propio 
"del operador A. Por esta razón, el primer valor propio del primer 
problema de contorno para el operador £ es 
ип, СУЕ 

РЕ A— inf =— inf (33) 
ect >> A Г T 


у la cota inferior exacta de la funcional 
[etvreeetimes] ите 
n el espacio Й' (Q) se consigue en la primera función propia uy. 


De los resultados del p. 1. $ 5, cap. II se desprende que el 
(Demo número йыр кын dl. parador A es (QI à 


iat 


Ya quo, de acuerdo con (20). (f. qy ™ 


ССН 


ОА рое Us dio Eis 2, . 
мк, 


њат 


Por eso, el (k + t)-simo valor propio del primer problema de 
EAS Md dede те HIMEN 


= m+ 


EI са. тт. коймоюн тутка 
La cota inferior exacta de la funcional 
{езет} ига: 


еп el subespacio del espacio Й (0) compuesto por todas las funcio- 
producto escalar de La (0) a las funciones pro- 
este problema de contorno se consigue on la 


De modo totalmente análogo, para el tercer (segundo) problema 
de contorno рага el operador 


de +1— inf um 
—Ó > 
RA 


DUI 
I ques m 
f 


I VIP ea m det БД 
-— da . 0) 


P qe 


La cota inferior exacta do la funcional 


Jerele раз 


quee 


чеп И (Q) se consigue en la primora función propia ш. La cota infe- 
"ior exacta de esta funcional en el subespacio del espacio А! (Q) 
«compuesto por todos los elementos, ortogonales en el producto osca- 
lar de Ls (0) a las funciones propias ty, ; .., ua del problema do 
contorno correspondiente, se alcanza en 1а (k + 4)-6sima función 


PA, als (39) y (39) se pueden reunir on una: 


trees‏ ا 
int-‏ 


ке jure 


м ^ (зз) 
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con la particularidad de que A, sea ol primer valor іо del tercer 
pole aque ip ondo ааа pal 
siempre que G = Н? (Q), y A, es el primer valor propio del primer 
problema de contorno, siempre que G = Й" (Q) (en el caso en que 
1EM, Pas =0. 

e. se pueden también reunir las fórmulas (34) 
y Gi 


Had "rel fP)de-- AS 
Mam ы илеше йыш, 


- pa 
Й jure en 


El empleo de las fórmulas (34), (34') y (34") suelo ser a veces 
dificultoso Р el (k + f)-ésimo valor propio hw», se calcula, 
valiéndose ,, partiendo de las funciones propias ш, + + <, Un 
conocidas de antemano. Más abajo obtendremos una fórmula para 
24), privada de esta inconveniencia. 

Тошешов arbitrariamente k funciones qu. a de La (0) y 
designemos con Л (Pı, . .., Ф) un subespacio del espacio Й" ۹ 
compuesto de las funciones f, ortogonales en el producto escalar 
PUE las funciones фы. «$i. Polito m O, mec 

^ 


n 
dnf : 
He T 


(е... Ф) —т+1— 


y soa dua, la cota inferior exacta del conjunto numérico {d (qı, . .- 
2.2. Qj. tomada respecto a toda claso de sistema q ..., Qa de 
Ivaciones de La (Q): 


den 


£d < m) 
E 


Mostremos que d+, = Aass, donde A44, es el (k + 1)-6simo valor 
roblema de contorno para el oporador X. 


Vl S amet 
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Buscaremos la función f en la forma 


fa Ble ho Un tdi 


En este caso las condiciones f € R (oy, +++ ф) = 
tomarán la forma n $29 y M leso 


ео Ў romo, p= k (85) 


[ШЕ Ж Pat. (86) 


¡toma а) (89) repeto al el s fag et 
-uaciones con E + 1 incógnitas, si 
Vendrá una stuzión o tivi: Та condicio de Bortalitsin (И) 
Mopyre pued ve toa on ot cn. Dada que un virtud do 

y 


Mom DP DBA DS 
мо e "Mo S 
e 


«Xuan m aont 


(recordemos que A Эду Э... Лы), la función f os a bocada, 
Así pues, cl (d+ Máximo valor del primer problema 
de contorno para el operade fija por la fórmula 


мын inf (ener 
Dm 
ыша 


que oxpresa la así llamada propiedad mini-mázima de valores pro- 
pios, 

Dela misma manera se obtiene In fórmula para e (k + РЫ 
mo valor propio del tercer (segundo) problema de contorno para el 


“ 
ee T 
[erem юнга 
-— mp inf . (m 
imd mA 
Чүш a ue 


Las fórmulas (37) y (37') pueden ser reunidas en una; 


ширет» oat 
ЕЧ VE «m 


con la particularidad de que As, es ol (k + 1)-ésimo valor propio 
del primer problema de contorno para el operador div ( (z) V) — 
== а (a), siempre que С = H^ (Q). y Jas, el (k + f)-ésimo valor 
propio del ttr (segundo, cuando о e) prublra de contorno, 

La propiedad mini-máxima de valores propios presta la oportu 
nidad de comparar los valaros propios do diferentes problemas de 
contorno. 


monema 4.1. Sean M, AN y AX! los k-ésimos valores propios del 
primero, segundo y tercer (para cierto 0>0) problemas de contorno 
para el operador = div (k(z) V)—a(z). Entonces, M M" cM 
cualquiera que sea k=1, 2, ... 

2. Sea M el k-ésimo valor propio del primero, segundo o tercer 
(para cierto с = o’ > 0) problemas de contorno para el operador $' = 
= div (А (z) V) — a' (2), y sea 04 el А-ёйто valor propio del ргі- 
mero, segi o tercer (para cierto а = o" >> 0), respectivamente. de 
dos problemas de contorno para el operador X^ = div (k (2) V) — 
— a" (x). SEK К, a^ <a” en Q y, en el caso del tercer problema de 
contorno, а' < o? en 0Q, entonces da SA para todo k = А, 2, ... 

3. Sea Q' un subdominio del dominio Q, Q' = Q, y sean А, (Q) y 
An (Q') los k-ésimos valores propios del primer problema de contorno 
раға el operador £ = div (k (2) Y) — a (z) еп Q y, respectivamente, 
en Q'. Entonces, % (Q) > A, (0) para cual kt, 2... 

DEMOSTRACION 1. Sea k > que r de la funcio- 
паї, que se encuentra bajo el signo inf en (37°), en el caso del ter- 
sor problema de contorno (a > 0), no es menor que su valor para el 
segundo problema de contorno (7 = 0). mientras que el conjunto G 


ма, 
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en ambos casos es el mismo (Н! (0), será válida la desigualdad 
3E СУП. La desigualdad Al < XP también se desprende de (379, 
уа que el conjunto G, en el que se toma inf, es más amplio para el 
tercer problema de contorno que para cl primer problema de con- 
terno: H* (Q) > ЙЗ (Q). 

La afirmación 1, para k = 1, se deduce de (34. 

2. La afirmación 2 se deduce de (37^) (para k > 1) y de (34) 
(para k = 1), puesto gue el valor de la funcional bajo el signo inl «n. 
Sl caso del operador 2” no es menor que el valor correspondiente en 
el caso del operador Z’. 

3. Puesta que el conjunto Ñ (0) contiene un conjunto É (Q) de 
os al de i! (Q) que se reducen а cero eu QQ”, entonces para 

> 
һ(@=—„ жр, ш Т> 
КЕГЕ, 


T =M O) 


donde 


Si k= 1, entonces 
м@=—їМ т)>— inf 70) (9). 
sei иче 


El teorema queda demostrado. 

5. Comportamiento asintótico de los valores propios del primer 
мее кине id туңу d e 
Primer problema de contorno para el operador de Laplace А (el opo- 
йг 2 = diy 0 peri Es 1, a e) en un cubo Күк 
тйс еар) та айна 1 0, Una fami 
propia generalizada u (2) del primer problema de contorno para 
operador A en Kj, que corresponde. gem propio À, se determina. 
como función de Й" (Kj) que para toda v de И! (Ky) satisface la 
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identidad 
258 -af шга. 


Es fácil comprobar quo la función ш... m, (2) = 


(3) [Teen 55. para cualesquiera m,>0, . . ., т, > 0 enteros 
e 
es una función propia del problema de contorno en cuestión; el valor 
propio correspondiente es igual a— ¥ (md-- ... + ml). El sistema 
de funciones tim, ma (2) para todo mı >0, 1= d, ..., n, 
enteros es ortonormal en L, (К). Puesto que toda función de L, (Kj), 
ortogonal a todas las up, ..-. m, es nula (esta afirmación 3e 
demuestra igual que en el p. 4, $ 4, cap. ШІ se demostraba la afirmo- 
ción correspondiente para el sistoma de funciones ш... = 
= oxp {i (mz, +... + man))enelenbo (Iz; |< m, i= f, 
+ n п)}, entonces este sistema es una base ortonormal en Ly (Kj) 
+ por lo tanto, contiene todas Јаз funciones propias del primer pro- 
ыша de contorno para el operador А en A. 

Do este modo, entre el conjunto de todas las funciones propias. 
dol problema cn cuestión y el conjunto de todos los puntos (my, ... 
=. ., Mp) eon coordenadas positivas de números enteros y, conso- 
cuentomento, el conjunto de todos los cubos Km, „= 
m (m —1 <T <m, Û = 1, .. ., п} existo una corresponden- 
cia biunfvoca. Además, el valor propio correspondiente a la función 
Што «+. m, (3) 08 igual al cuadrado de la distancia del punto 
(тр, .. -‚ m) al origon de coordenadas multiplicada por —n/it. 
Aal puas, In multiplicidad del valor propio es igual а número de 
los puntos con coordenadas de números enteros, dispuestos en la 
sfera de radio V =K i/a. En particular, ol nûmero n es el 
primer valor propio; es de multiplicidad 4. A este número corras- 
ponde la función propia m, .... (2) = (3. ) son $.. sen a, 
El siguiente valor propio es igual a (n--3) 
dad n. А él corresponden las funciones propias и, 


өз de multiplici- 


3 

Designemos con N (o) el número de valores propios (tomando 
on conidorción la multiplicdad de éstos) gus to severa gn 
valor absoluto a cierto p>0. N(p) es igual al número de los 
Puntos (ma,....m,) de coordenadas enteras positivas para los 
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cuales mj +... отр o, lo que es lo mismo, es igual al 
volumen del cuerpo Мур, compuesto de todos los cubos 


Ko... ma para dos cuales mit... та p. Puesto quo 
Mysia SS yz ra [IS УР. 2150, imt, ..,m) 
®(у<}Зу; yal = FE 2:058, Como, por otra parto, para pn Fh, 


МурыЭ$урц-ү entonces para p> AENA 
UE ay 
De modo habitual numeremos los valores propios en el orden n 
quo éstos no crecen: 0 > M >M >... (con cada valor propio de 
¿sta sucesión nos encontramos tantas veces como es su multipllol- 
dad). Tomomos al azar el valor propio 3; supongamos que su mul- 
tiplicidad es igual a p, p, >f, у зев А, < a e Mie 
para ciertos enteros р; 220, р;>0, Р24- pi io pu todos valores 
iguales а 2, 
súmero р, ез igual al volumen de un cuerpo compuesto de 


ntonces. 


propio: 
1 


de coordonadas. Dado que este cuerpo está contenido en 
Зи ya Shut масу» ella que pr [ (411) ^ — 
(ма) 

En particular, teniendo en cuenta que A,->—00 para £=»00, 
obtenamos lim zip = 0. 

Do la definición de la función N (o) se deduce que s +p 
N Ds. Por esto, Le (Ш - Vn) ce pee А (Un). 
Y, como 0« p; p,. existe el limita de la relación s/A,[ y éste. 
es igual а Ê sU, Por consiguiente (recordemos que 
s «OSSA <0), existen tales constantes C, y C, 0 CC, 
dii para lodo al, 2, 

St, 8) 


Puesto que los valores propios no dependen de cómo se elige ol 
sistema de coordonadas, las desigualdades (38) para los valores pro- 
pios del primor problema de contorno para el operador de Laplace 
tienen también lugar en el caso cuando el cubo Кү se sustituye por 
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cualquíor otro cubo de arista 1. Es fácil ver que los valores propios 
del primer problema de contorno en ша cubo de arista 1 para el opo- 
rador kb — a, (donde ko >0 y a, son constantes) igunles 
ade (mî +... + тї) as donde My < <, ma son númo- 
ros enteros positivos, Por ello, las desigualdades (38) con cierta: 
constantes C, y C, (dependientes de ky) » 
éstas. cualquiera que see 4 a partir de cierta s, (dependiente: 


сич Ct, e 

Sean Ў, y А, los valores propios del primer problema de contorno 

en Q para los operadores Z = div (Fo) — a= KA—ü y f 
TAa, respectivamente, donde Pe max k(2, ke 


= min F(z), de max a(z), а = min a (з), En oste caso, on 


virtud дө la atiemación 2 dol teorema Q para todo s = 1,2, ... 
tionon Jugar las desigualdades 3, < Ay СА 

Designomos por К” y К” tales cubos que Кс Qc- К", y por 
Ta y M los valores propios del primer problema de contorno para el. 
operator Z en K' y el operador £ en К”, respectivamente. De acuer- 
do con la afirmación 3 del teorema 4, para todo s tenemos 
F< ha у A; > An La afirmación dol teorema so deduce ahora de que, 
a partir de clero s = se, para Y y son válidas las desigusldades (10). 

6, Resolución de los problemas de contorno en el caso de condi- 
iones límites homogéneas. En el punto 2 ostudíamos la cuestión 
de la existencia. y unicidad de las soluciones genoralizadas del pri- 

y tercer (segundo) problemas de contorno para la ecuación (1) 

suponiendo que en Q a(z) >0. 

Examinemos ahora on caso general. 

Sea m= min а (2). Fscribomos las indentidados (4) y (6) do 


la forma que sigue: 
бй, Hm — 1) s Dae — Ds w 


(u нау т 1) (и, ўиз = —(/› Diacon в) 
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donde los productos escalares en Й' (0) y en И! (0) están definidos 
mediante las desigualdades (17) y (18). Según el lema 1 p. 3, la 


identidad (4^) es equivalent еп el espacio Й" (0) a la ecuación ope- 
racional 
u+ (m= 1) Au = —Af, am 


mientras que la identidad (67 es equivalente, en virtud del lema {', 
a la ecuación operacional 


u+ (т — 1) A'u = А (40) 


en el espacio H* (Q) (recordemos que Af Є Й' (Q), e (0). El 
operador А, como un operador que actúa de /f* (Q) en (4%, de 
M e ri eus. Par Gs pea Graiis e 
ecuación (40) (407) podemos aprovechar los teoremas de Fredholm 
(coronas 1—4, рр. 3—1, 84, cop. П. 

1) Si —m + {noes un número característico del operador A (4^). 
entonces, on virtud del primer teorema de Fredholm, la ecuación (40) 
(407) es univocamente soluble para toda f € Ly (Q); En esto coso 
tiene lugar la desigualdad Yu, < Cil A/ ly, ССП ао X 
X (ll иче» <C [| Miao con da. constante C >> 0 que no depende. 
do Y Puesto que —m + e» el número característico del operador 
А (A sólo on aquel único caso cuando el cero es un valor propio 
del primer (torcer) problema de contorno para el operador Y, 
entonces podemos considerar establecida la siguiente afirmación. 

ron à Para toda f de Ly (Q) existe la única solución genera- 
lizada и (2) de сайа uno de los problemas de contorno (1), (2) y (1). (3), 
siendo homogéneas las condiciones limites (q = 0), s el cero no es valor 
propio del correspondiente problema de contorno pora el operador £. 
En este caso se verifica la desigualdad. 

[ST 
en la que la constante C > O no depende de f. 

2) Bi —m + Les un número característico del operador A (4*) 
(en este caso, naturalmente, т s 1). hagamos uso del tercer teorema. 
de Fredholm. Para que en estas circunstancias las ecuaciones (40) 
(407) sean solubles, es necesario y suficiente que para todas las 
funciones propias шу del operador A (4°). correspondientes al número 
característico —m "Р 1, se cumplan las igualdades (Af, 2), = 
= 0 (A'f, инче) = 0). En este caso existe la única solución u 
do la ecuación (40) (407) que sea ortogonal en Й" (Q) (en H (Q) a 
todas las funciones up, y para esta solución tiene lugar la desigualdad 
Пои Пао < € MÍ шш фи юе СС lero) соп 1а cons- 
tanto СӘ. 0 que no deponde de f. Cualquier otra solución de la ecua- 
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ción (40) ((40)) se ita como la suma de le solución u y cierta 
Da i deinen de los operadores 4 y 4" (21) у, respectivamen- 

"De Ia definición de los a 
t, OL) se infiere que la ortogonalidad de las funciones АЙАТ) 
7 u en Й" (0) (en Н" (Q) es equivalente a la ortogonalidad de f 
en el espacio L, (0). Además, la ortogonalidad en Н! (Q) (en 
FO) do ta solución ES Ja ecuación (40) ((40) a la. ا‎ 
pla up es equivalente a la ortogonalidad de éstas en L, (0), puesto 

= n virtud de Q1 (21) 

(us Up) ш = CM ts hy о (АР و‎ ja = 

=(1—m) (Au, 7-7» (и, иу) 


(и, p) = (1 — m) (и, pun). 
Así pues, hemos demostrado el siguiente teorema. 
ткопкмл 3. Si el cero es el valor propio del primer o tercer (se- 
gundo) problema de contorno para el operador Y, entonces, para 
Иша una solución generalizada del problema (1), (2) о del (1). D). 
siendo homogéneas las condiciones límites (9 = 0), es necesario y sifi- 
SEE ИДЕ Jesar = Ù para 


todas las iones proj 
polo e das prin [ACA [v 
га ortogonal à 


(0), (3) admiten la única е u [i e 
dodas estas funciones" props: (ш, мша, = 0. Esia solución sao 
face la desigualdad 

ШИТ s C Mo 


con la constante С que no depende def. Cualquier otra solución se repre- 
genia, como a тта de et. miscón y cera combinación aide ls 
funciones Uy. 

Dol teorema 3 se desprende que cuando а e O el sao os el valor 
propio del segundo problema de contorno (о = 0) para ol operador 
£; ln única función propia correspondiente es igual a t/V TOT. 
Por osta razón del teorema 7, en particular, se doduce 

gongwa s. Para que exista una solución generalizada del problema 

ауен) =. l=, 
«т necesario y suficiente que 


[та 


En esta suposición existe la ánica solución generalizada. и, que satis- 
Лон le senio [da =0, y pora cl solución ina Lugar le der- 
e 


“ 
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Igualdad 
SAS 

con la constante C> 0 que no depende де f. Cualquier otra solución 
generalizada u de este problema se representa en la forma i = u + cy 
donde e, es una constante. 

onsehvacion. Si f tieme valores reales, también tendrán valores 
reales las funciones que se mencionan en el teorema б. Esta afirma- 
ción se demuestra lo mismo que la afirmación correspondiente on la 
observación citada a finos del p. 2. Las soluciones que tratamos en 
los teoremas 7 y 8 también pueden considerarse de valores reales, 
siempre que, por supuesto, todas las funciones propias correspon: 
dientes tengan valores reales y nos limitemos a hacer uso de sus 
combinaciones lineales con coeficientes reales, i 

. Primer problema de contorno para la ecuación elíptica general. 
Los solia тые en los puzles энине se bee an 
dificultad a las ecuaciones elípticas más generales. A título do ejor- 
plo examinemos ol siguiente problema de contorno: 


Sue Ў ر‎ + аии talum) 260, (49) 


иро. a» 
donde los coeficientes reales ay (2) € C' (©), a, (2) € C' (Ü a (2) € 
єс @) i, j = 1... x, п; la matriz Па, (2) || la consideramos simé- 
Arico y positiva (lo que cs testimonio Че que (41) es una ecuación 
elíptica), es decir matriz con cierta constante y > 0 satisface la 
desigualdad 


43) 


cualesquiera que sean el vector real (u, Б) yel punto z € Û. 

La solución clásica u (z) del problema (41), (42) so halla do la 
manors habitual: es заа función de C^ (O) N) C (D) que satisfaco (41) 
y (42). Valiéndonos de la fórmula de Ostrogradski, podemos conven- 
cornos con facilidad de quo si /€:La(Q), la solución clásica del 

blema (4D, (42), perteneciente toda ve HP mo. 
Loc n irr a 
| eR 


d 


PS n е-е. ш 
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Una función и de Й* (0) se llama solución generalizada del pro- 
blema (41), (42), si para toda v € Z^ (Q) ella satisface la identidad 
integral (44), teniendo en cuenta que f € La (0). 

De acuerdo con el teorema 6, р. 6, $ 5, cap. Ш, en el espacio 
p (Q) se puede introducir un producto escalar que sca equivalente 
al producto ordinazio 


СЕТЕР 


Con este motivo la identidad (44) se puede escribir en la forma. 
fus y qa ( X as, + (jn 72) о), „= U Paco (45) 


алых 2, $. Para cualesquiera funciones a, (2), а, (2), »« ап (9). 
continuas en O, existe un operador A lineal acotado (que acta de 


L, (Q) en Й' (Q) y está definido por todo Ly (Q)) tal que para toda 
v € IP (Q) tenga lugar la Igualdad 


j ses, +a) ™ (As De eg 


2. El operador A, si se considera como un operador que actúa de 
H (Q), es totalmente continuo. 
Puesto que la funcional lineal 1(9)=(u, PL 


definida en (Ф) (WE J*(Q)) es acotada, siendo fijada u € La (Q): 


Ile ule ol È аы вао СЛ ico llis 


donde la constante C > sólo depende de Ilas llaga i = 0,!,... 
+. пу entonces, según el teorema de Riesz, existe la única función 
U EH (Q) para la cual (v) = (U, v)z, ,, cualquiera que son vE 
EH! (Q), con la particularidad de que iU llj, q, = ILI C Nu liso 
Esto significa que cn La (Q) está definido el operador А (lineal, 
dentemente) que transforma L (Q) en Ё" (Q): Au = U. Este ope- 
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rador es acotado, || А Il & C, y para evalesquiera u € La (Q) y vt 
ЄЙ? (Q) tiene lugar la igualdad 


du, Be ahi (Аи, 


^q 


Mostromos quo el operador 4, si se considora como un operador 
que actúa de /Î" (Q) en Й" (Q), os totalmente continuo. Tomemos өп 


que actón de 4 (0) en Й (Q), es acotado о, consecuentemente, con- 
Tino), él transformará esta subsucesión en una sucesión fundamental 


en Й" (Q). Por consiguiento, el operador A, que actúa de Й (Q) on 


В (Q), es totalmente continuo. El loma queda demostrado, 
lo que la funcional linesl (f. Disco» definida em 


dr (9) (EMO). es acotada: |. еа ECN eso ol o 
entonces, según el teorema de Ríe existo el único elemento 
РЕЙ? (Q) para el cual (f, rag m (Es e), q, Cualquiera que ses 
wel Q), con la particularidad de que [P], o CI ише. 

Por eso, valiéndonos del lema 2 (suponemos quo a= 
= are, =a), la identidad integral (44), que define la solución 
generol, puedo ser escrita on forma 
en el espacio H! (Q): 


uu Р, шей (0). 46) 


una igualdad operational 


пама a, Siendo -$ S) аш, —а;>0 en Q, la ecuación homogénea (46) 
admite sólo una solución nula, 

Sea ш una solución de la ecuación u+Au=0. Mulliplicando 
esta, ecunción de modo escalar en H' (O) por u, Vr ve 
[13 qp (M j m0. De aquí в deduce que Im 
AE Fe (d, a); =0: 


ineo 
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Puesto que Rea = (a, lu Pu — | «Ру пр = 0, resulta: 
тый jr Re | (2 imr (Xem co) int) anm 
E E 


е! (eom on o) в) on 


Por ello, uf, «c0, es decir, u=0 
Del Jema 3 y del primer teorema de Fredholm se deduco 


mona з, SI Y вь,—а;>0 on Q, la solución generalizada 


& 
рена (41), (42) existe y es única para cualquier función 
ELO 

8. Soluciones gencralizadas de los problemas de contorno con 
condiciones límites no homogéneas, Primero examinemos el pro- 
bloma |, (2). Recordemos que ге llama solución generalizada de 
esto problema a una función и de 7" (0) quo satisface la identidad 
ings y суз n еа ol sonora 00 6 gl fona П. 
ml 9. 

De la definición de la solución generalizada se deduce una condi- 
ción natural para la fonción limito y, Se dobo exigir que а puoda 
sor prolongada en el dominio Q mediante una función del espacio 
Ж O. Bn 1o sucesivo vamos slempro а suponer que esta condición 
so cumple. En el caso contrario la solución generalizada del proble- 
ma (1), (2) no puede existir. Del teorema sobre las trazas de funcio- 
nes de /1* (Q) se infiere que ф debe pertenecer al espacio L, (20). 
Pero esto no os suficiento para que q pueda ser prolongada en Q mo- 
Santa vna función de A (Q); más sun. para ello es Incluso insti 
ciente la continuidad de esta función. А fines del presente punto 
Volveremos a considerar otra vez esta cuestión y obtendremos la 
Condición necesaria у suficiente de ceta prolongación para el caso de 
Sn circunferencia. 

Sefialemos que cuando q ЄС! (90), la prolongación citada exis- 
o. Del teorema 2, р. 2 8 de eap. ЇЇ, proviene Ja existencia de la 
función Ф (а) de Ct (Ü) y. con mayor razón, de Н! (0) para la cual 
Фе = Ф. con la particularidad de que tiene lugar la desigualdad 
lofa зс Су} тг оо. donde la constante C, >> 0 no depende de y. 

Así pues, sea que existe la función ФЕ?! (Q) la cual 
Ф lo = Ф. Empleando la sustitución и — Ф = 
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de la búsqueda de la solución generalizada u se reduce al de la bús- 
queda de una función w € Й' (0) que para toda v € Й" (0) satisface 
la identidad integral 


Ја aras — {Фу re йй. (4) 
Indiquemos que si «b € А? (Q) 


suficiente quo y € C* (90), la identi 
forma 


ando 6Y EC, para ello es 
а (4) se puede escribir en la 


f (шүр ашо) dz = =f Па, 


donde 7 = f — div (kv) + аФ, es decir, el Problema que so con- 
sidera está reducido al problema estudiado en los pp 2 y 4, 

Jgual que en el р. 2, nos limitemos al caso en que a (2) > Den Q. 
Introduciendo en A! (0) un prcducto escalar expresado por la fór- 
mula (7), escribemos (4) en la forma 


бе, р ат 10) 
donde (= ойнен а una funcional lineal 


dado en Й" (Q) (РЄ й (0). Como 
WIE lesco Ne lesco + ис (211 VO ака vel n 


mesa оао ао (I lon e) lis g' 
donde la constante C, > 0 depende sólo de los coeficientes k y a, 
шо la funcional а acotada у ITE Co llo F 
ENO lus). Por esta razón, de acuerdo con el teorema do illes, 
en Й (Q) existe la única función w que satisface la identidad (4, 
con la. particularidad de que e Igos, = VEI < Cs (N7 laxo Y 
+ 110 fno). En esto caso, la función и = w + Ф es la solución 
E del problema (i), (2). Además, tiene lugar la dosi- 
m 


Vola os Ло MO arco 


donde la constante С, > 0 no depende de f ni de Ф, y, por lo tanto, 
también la desigualdad 


lebe ә int HOla) 4 
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en la que la constante no depende de / y $. Si la función límite 
Ф ЄС! (0Q), de estos desigualdades se desprende la desigualdad 


Vil оС laco 09 los ко). вт) 


Mostremos que la solución encontrada es única. En electo, sí 
existo otra solución generalizada u’, la diferencia ш = u — u’ será 
una función de Й" (0) que, en virtud de (4), satisface la identidad 
integral È (k Yi VD + dui) dz = 0 cualquiera que sex v € № (Q). 


Como el primer miembro de esta igualdad representa un producto 
escalar en Й" (Q) de las funciones Ñ y v, entonces Y = 0, 
este modo queda demostrada la siguiento afirmación. 

тшм 10. Si а (2) >O en Q y la función q es un valor límite 
de cierta función de H* (Q), entonces el problema (1), (2) admite la 
única solución generalizada u. Esta solución satisface la desigualdad 
(47) y, consecuentemente, para q € С* (д0), la (41^). 

'nsunvación, Es fácil comprobar que el conjunto эё do funciones 
que están definidas en 00 y que son las trazas de ciertas fun- 
ciones Ф de Н! (0), es un espacio de Banach con la norma ll olg: 
f fle. Por esta razón, la desigualdad (47) se puede 
y 


escribir en la forma 
AAA AS 


Examinemos el problema (1), (3). Recordemos que una función 
и de № (0) ве denomina solución genoralizada del problema citado, 
si satisface la idontidad integral (5) para cualquier v € H (Q). So 
Supone quo Ja función límite q, en esto caso, pertenece а Za (00). 

ruoneaa 11. Si a(z) >0 en Q, y (o) ala) wO en 0, o bien 
25 LAJ 251 Ee problema DO la TE юше 
ción general u cual Mera. sean f EL, є d 
Con ell, tione lugar le desigualdad Ашы 


Mt lor o, < CU liso 19 ш), (48) 


en la cual C > 0 es una constante que no depende de f y q. 
Jutroduzcamos en J" (Q) un producto escalar del tipo (10) equiv: 
lente al producto ordinario. Entonces, la identidad (5) tomará 


TOS 
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donde 
= Е! faz | vas 
E 


es uaa funcional lineal definida ea H* (0) (v € IP (0). 
TA qe de acero ма а ЦИА V, ap. m 


ALOIS V laeto + max k (2-1 plano loloa < 


< CIM lazo +0 aao По lro 

con la constante C > 0 independiente de f, q y v, entonces la fun- 

cional 1 (v) es acotada y 1 < C (I lleno + ЇЇ). Sogn 

“sl teorema do Riesz, oxiste una función única u de 271 (Q) que satis- 

Toco la identidad (5), siendo фы шке, = 1 < C f liaa + 

+ Ile Ilama). El teorema. está demostrad 

ога, sea en el problema (1), (3) a (2) == 0 on Q, y o (z) == 0 en 

20, Introduzcamos on At (0) un producto escalar equivalente al 
ordinario 


СУУЫ { (етиуге шо) dz. (49) 


Entonces, la identidad integral (5) quo define la solución genora- 
lizada del segundo problema de contorno рага el operador div (EY), 
puodo ser escrita en la forma 


[NETS e» 
donde 


10) -f Fist [Reit 61) 
ев vna funcional lineal definida en Z7 (Q) (v € Н! (Q)). Puosto que 
de acuerdo соп el teorema 1, p. 1, $ 5, cap. Ш, 

HOILS Пао По ако + mac) е lica ооо < 


Сне M aro) онҷо 


con la constante С' >0 independiente de f, q y v, entonces la 
funcional р) es sentada y [10 < C (If ше +80 luaog)- Según 
ol isorema de Riesz. existo en Ид) la única foncion P^ para la 
cual se electa la igualdod 
109) (F^, ау 62» 
cualquiera que sea о Є H (Q), siendo 
VF laro CL Dao i esa e» 
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En virtud del lema 17 p. 3 (consideramos que el producto escalar en 
AQ) està prelijado pora байа (45), existe um operador acotado 
4', que actúa de La (Q) en (0) y ave tene La (0) como un eampo. 
de definición, tal que para toda v€ P (0) 
t Dom (Au Dgr 6a 
Además, el operador 4, si se considera como un operador que actón 
do # (Q) ex IP (Q), es autoconjugado y totalmente continuo. 
Haciendo uso de (52) y (54), podemos sustituir la identidad (50) 
хт una ecuación operacional cn el espacio И! (Q) que sen equiva- 
Rote a eiia: 
m2 (55 


Puesto quo paca la función u (z) ш const = yjy tiene lugar 


lo ecuación (ui, р) мау ™ (i; Jt Cualquiera quo sea РЄ H*(Q) 
(ol producto escalar en М" (0) está definido por la fórmula (49). 
entonces, en virtud а (54), (An, Vitg = (и) = (tt: Dear 
Esto quiere decir, que 1 es un número característico del operador 
А.у муу. una función propia correspondiente. Puesto que 
toda función propia ш; del operador A”, correspondiente al número 
caractorístico 1, satisfaco Ja igualdad (uj. шш, = (4i, i) 
=, titan tenemos. para ella 


juvene 


Por consiguiente, w; = const, es decir, 1 es un número característico 
do multiplicidad 1'del operador A”. 

Según dica sl tocar teorema de Prndiolm, рете тина 
(65) sex soluble es necesario y suficiente que la función / sea en 


H'(Q) ortogonal а la función шщ -7m (#, пт) 
Do (52) y (51) se deduce que esta condición es equivalente а que 
ж ыы (50) 


Si la condición citada se cumple, la ecuación (55) tiene una solu- 
ción única u, ortogonal en Н" (Q) a las constantes, Serê una solución 
goneralizada dol problema de contorno que se estudia. Con ello, en 
virtud de (53), tiene lugar la desigualdad (48) en la quo C es una 
constante independiente do f y q. Todas las soluciones restantes se 
diferencian de la función ш por los sumandos constantes. Puesto que 
para una función de H' (0) la condición de ortogonalidad a los 
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constantes en el producto escala (49) es equivalente a Ja condición do 
ortogonalidad a las constantes en el producto esca) 1.00. 
resulta estar establecida la afirmación siguiente. 

rona 12. Para que exista una solución generalizada del proble- 


та div (k (s) vu) = f, Jl = q, es necesario y suficiente que se 


cumpla la igualdad (50). En eso cem, la solución generalizada u, 
oriofonal a ls constantes en el producto кайг de Ly (Q), e única y 
para ella tiene lugar la desigualdad (48). Todas las demás soluciones 
Feneallados del problema se diferencian dy por ls constantes. 
ossemvacios. Si las funciones f y q tienen valores reales, las 
soluciones de que se trata en los teoremas 10—12, también son do 
volores reales. 

AL estudiar el Froblem de contorno para a созса (1) 
con condición Malta so bomopiocs жг sl problems зи: 
hallar las condiciones pera la función ф de L, (00) con las cuales 
exist su prolongación о el dominio Q y que eia prolongación per- 
епова а II (D). Como fue mostrado, la condición suficiente con- 
qise en la portenencia al espacio] C^). Ahora estblezcamos 
la condición песмагі y suficiente para el caso cuando Ома um 
circulo. 

Supongamos que ol dominio Q (n = 2) 
=p<1), z= (т, зу) = (р cos, psen б). Examinemos en la 
circunderencia д0 « (p == 1) una función real y del espacio (real 
La (0O), q @ € ba (O, 2a). El desarrollo de la función y (0) en un 
sario de Fourier, convergente en lo norma de La (O, 2n), Ueno la 


wn círculo (Ja | = 


(0) e $+ Y) (в, cos OF b, son KO), 
donde. T 


3 
ax | emma, ke, 4,.. 


son sus coeficiente do Fourier. 
Según la igualdad de Parseval — Steklov, 


{+ eielo am <o. [27 
E 


Tiene logar la ofirmación siguiente 


11. PROBLEMAS DE CONTORNO, SOLUCIONES GENERALIZADAS 221 


monza 13. Para que la función y (8) de Ls (0, 25) sea una traza 
en la circunferencia {| т | = 1) de cierta función de H* (| z | < 4), es 
facesario y suficiente que converjo la serie 


ELLAS (58) 
En vista de (57) las sucesiones а, y bp km1, 2, ..., son 


acotadas. Por lo tanto, la función У (a—iby)2*, donde z«z,-- 


Жш, es analítica en ol círeulo (Jz|« 1). Esto quiero decir, que 
a función 


ГРЕЕ —ibi) (zı + ah = 


= + У) f (ax соз KO +b, зоп 40) (59) 


rtonece a Co (| x | < 1), con la particularidad de que la serio en 
BD, эм como también la: series obtenidas de ésta última por dife: 
Tenciación término a término, convergen absoluta e uniformemente 
en el círculo {| z | <r), evalquiera que sta r< 1. 

Bara. demostrar el teorema 43 noe haré falta la siguiente nl 
mación. 

лм а. Para que una función w (z), definida por la serte (50), 
pertenezca al espacio. H (12 | < 1). es necesario y suficiente que la 
serle (58) sea convergente. 

Dosignomos mediante wr, (2) una suma parcial de la serio (59): 


m+ p^ (as cos KO 4-0, sen KÛ). 


A 


Como todas las funciones dol sistema p*cosk0, ¢ son K0, kw 
=0, 4, ..., son en Lx(|z|<1) ortogonales а pares y dado que 


Пол сов очсо = IL sen HO Mamo тту, Ede 2, о, еве 
tonces para cualesquiera p y q, q> pP. 


N, 


По 3 tid. 
x 


pato le rr 


hacia ella en el espacio Z (| z | < 1). 
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Sea la serio (58) convergente. Entonces (cuando g > p): 
P+ Iv Grae) Plin 


[ENS 
ма 


m 


P+ (gs tp)" үр бө — wpe) ] 40 = 


d а 
=$ 3 Hee Y «emo 
pe 


para p, g— оо. Es decir, la sucesión wm, т = 4, 2,.. +, es con- 
Vergente en JI! (| z | < 1). Por lo tanto, w € (1x | « 1). 

а, ahora, w € ЇЇ! (| x j < 1). Dado que para cualquier r < 1 la 
sueosión de normas 


Vt tae = 
-X (da Xia Y Rel), тел. 2... 
Ez E 


tionde, cuando m- ce, a [fries sin decrecer de manera 
manótona, entonces, para cualquier 7 < 1 y todo т, tiono lugar la 
desigualdad 


oco оао < 


n 
x Molten 
Resulta pues, que las sumas parciales do la serie (58) son acotadas: 


PLUS 
E 


XGbe < Rivas m=i, 2 
^ 


es decir, la serie (58) es convengente. El loma está demostrado. 
Pasemos a la demostración del teorema (43). La suficiencia se 
deduco inmediatamonte del lema (4), puesto que, en el caso en quo 
la serie (58) sea convergente, la función w de (50) pertenece а 
HP (La < 1) y mu traza enla crcanerencia (| z | = 1) os igual à у, 
mostramos la necesidad. Supongamos que exist una función 
OEM (lz |<) рага la cual Ф ьа; = Ф Entonces, on 
virtud del teorema 10, existe uma solución generalizada de 
HE (e [<del primor problema de contorno рага Ia ocución (f) 
ton la función límite q. Sea u una solución generalizada del primer 
problema de contorno para la ecuación (1), cuando k == 1 y a == f = 0, 
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que satisface la condición ш [ses] = q. En el p. 2 del párrafo que 
igue mostraremos que la función ш pertenece а C" (|z |< 1 
cn el circulo {Iz |< 1) satisfaco la ecuación Au = 0. Ha 0 
"uso de este resultado y desarrollemos la función u (z) = u (p, 6), 
para p € (0, 4) fijado, en una serie de Fourier respecto a Ө que sea 
"uniforme y absolutamente convergentes 


ир, 8) e ZHL + У, (Un (p) cos kO + Va (р) sen 19), 
E 
dondo 


E 
vun; | (P. tenia, k=0, 1, 


jt orien, kml, 2, sso 


Las funciones Us (p) (y Va (0), k = 0, 1, . . .. son indefinida- 
mente diferociables cuando O< o < 1. y acoladas pa 

Ya que u € HW (| z | < 1), en virtud del teorema sobre 
funciones de HI (| x | < 1). para cualquier # 


[età иав 


-0 (} (и, 9) — e (9) sen #8 8-0) cuando p--1—0. 


Esto significa que todas Jas funcions U, (p) (V, 
a la izquierda en el punto p = f, y U, (1) 
kdd... 

Como, para рЄ(0, D, Au = uy + hop + шш = 0, ene 
tonces para tales р tenemos 


зе sima 
PALA pan 


E 


ө) AT usos ою — jue 


ke, 1, sse 
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ria (de Euler) y” ui 25 5 y = 0. Dado que la solución general 


de esta ecuación tiene por expresión Bp* + Co-* cuando k sh 0, 
y B + C ln p cuando k = 0, donde В y C son constantes arbitrarias, 
entonces, U, (p) = ap", Е «0, 1, ... Do la misma manera se 
demuestra que V, (p) — hh. k= i 

De este modo, la función u, perteneciente a II (| x | < 1), coin: 
cido con la función w de (59). Y entonces, en vista del lema 4, la 
serie (55) converge. El teorema esti demostrado, 

'Ütilicemos este teorema para construir una función q (0), con- 
чаза on la erconerenin (p 1), la cul no puede ser prolongada 
en el cireulo (12 | < 1) mediante una fanción de И (j x | 4). Soa 


wo X5. 


Dado que esto serio es uniformemente convergent, la función 
w EC (| z | = 1). Do acuerdo соп el tcorema 13, dicha función no 
puede, al mismo tiempo, ser traza de una función de Н! (| т | < 1), 


ya que la serie (55) para ella (que tiene por expresión | P zs 
a 
divers. 

9. Método variaeional para resolver problemas de contorno. Sca 
II un subespacio arbitrario del espacio real J7" (Q), en particular, 
H' puede coincidir con todo el Hi (Q). Convengamos en considerar. 
quo en H’ está dado un producto escalar equivalente al producto 
escalar ordinario en H* (Q). 

“Tomemos una función real f € La (0) y examinemos en Н' una 


funcional 

Ec) йә +?(/. Wise, VEU. 
Puesto, que IU, haie lano lolo KCN kaolo, par 
toda vE H’ 


Е(@)>йебе—|(0. eal >l fer — 2C vhu lf Ma 
= Moie СПУ lso} — Niao — C Во» 


Esto implica que el conjunto de valores de la funcional E en H” 
es acotado por abajo. Designemos por d = d (1) la cota inferior 
exacta de la funcional Е en Н": 


ded EW) 


Una función u de'H' se llama función que realiza el mínimo do la 
funcional E en H*, si 
кш) m d. (61) 
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Por supuesto, igual que d, la función u depende de cómo se eligo el 
espacio, Н”. 

Por definición de cota inferior exacta, existe una sucesión 
Un, m=1, 2,..., de funciones de H' para la cual tione lugar 


Ша Elon) =d. (92) 


Toda sucesión de esta especie so llama sucesión quo minimiza 
e funcional Е en H’. 

LEMA 5, Para todo subespacio Н" del espacio Й* (Q) (en particular, 
Hr puede coincidir con Н\ (Q)) existe la única u de Н que 
realiza el mínimo de la funcional E en H'. Toda sucesión que minimiza 
la funcional E sobre Н", converge hacia esta función en la norma de 


шо). 
9 
minimiza 
е2 0 se puede indicar ш 
D 
4< Elen) Sd + e. (03) 
Puosto que 


| m Peale + te e no 
кей que 


[SE] ff. i ane. 


De la última igualdad, recurriendo o (60), obtenemos 
Пе. + (omite +00, e) | 
=2 + E) — (а). 


Pero, E (22529) > d, y las funciones un y v, satisfacen las do- 


sigualdades (63) cuando m, s > N. Quiere decir, que para cualosquie- 
REISEN еуен) HUC 


[EET ES 


de la cual so infiere, por ser e >O arbitrario, que la sucesión en 
cuestión es fundamental en ZI! (Q). Por lo tanto, en A" existe una 
Función u hacia la cual esta sucesión converge en la norma do H' (Q). 
Mas, en este caso |», Де == le y (f, vdio m. шш 
cuando s+ co, lo que implica que Е (e) — È (u). La igualdad (01) 
se deduce ahora de la correlación (62). 

Mostremos la unicidad de la función и que en //" realiza o) mínimo 
de la funcional E. Supongamos que existan dos funciones de este 
p 
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tipo: ш y шу. Entonces, u, ш, ш, ip, +» Será una sucesión que 
minimiza la funcional E en Й" y no converge en H” lo que contradice 
El afirmación que ocabamos do demostrar, El loma sed demo 
trado. 

Demos a conocer el método de Ritz, por medio del cual se cons- 
troye una sucesión que minimiza la funcional Е. Examinemos en Ii 
un sistema arbitrario linealmente independiente de funciones qu, 
Ж = f, 2, . у cuya cápsula lineal es siempre densa en Zl. En el 
сазо en que И” = Н\ (Q), por tal sistema se puedo tomar, por ejem- 
plo, el conjunto de todos los monomios 2% = xf. . . 22^ en el que 
& ез un vector n dimensional arbitrario de coordenadas do números 
Snteros no negativos. 

Designemos con Ra un subespacio k-dimensional del espacio 
H' И) tendido en el sistoma Qs...» Qu, y hallomos un 
elemento que realice el mínimo do la funcional Е en el subespacio Ry 
(según el lema 5, tal elemento existo). Dado que todo olemento de 
Ry so representa por la forma сүр, + . . . + суф, siendo 
constantes reales, entonces, el problema citado será equivalente al 
de hallar el mínimo (respecto а с, . . -, ca) de la función 


Flen tan) 


=, ele or +2 Dj efe dua 


El vector (ej; . . ., с), en el cual la función Р alcanza el mínimo, 
es uno solución dol sistema de ecuaciones lineales 3E = 0, (= 
= 1, sss k, 0 soa, del sistema 


k qu 


È er tee ohm (Cn ss 


El determinante del sistema (64), que se llama dolorminanto de 
Стат para el sistema Ф, ..., qi, eS distinto de cero. En efecto, 
sí fuose igual а coro, pendencia lineal do sus renglones se 


desprenda In данк dls constantes En ‘i Ibm 

А ҮЛ (0 тле = 

Е УТ Аа GEI А 
todas las funciones q, . ++ Фи 


ed got iro es ortogonal 
ir, bo +... + Enga = O, 
dencia linoal del sistema qi. - . -y 
Así pues, el sistema lines] (54) siempre tiene la solución única 


а, + >, &. En esto caso la función 
mó +... do (65) 


cual contradice a la indopen- 
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de Ra realiza el mínimo de l funcional Е en Ry. Loisucesióh ài 
funciones m, k = 1, 2, . ms sucesión de Rilè-pera la fun- 
cional E según el sistema gj. 5 

зама є. Га sucesión de Rüs ux, kei, 2, . . . de la funcional E 


y converge 
en H' realiza el mínimo de la funcional E. 


Elo) Еш) >...>Е)>...>& ө) 
Puesto que la cápsule lineal del sistema qu ' 1,2, +. 
as siempre densa en Н, respecto & todo e >0 existirán los números, 
k= k (e) y e (e), < x ¢ (e), tales que I| ue — u и < 
mm (e) qi +- E r(e) qu pertenece a Ra. Luego, 
4¢ desprende que 
B (u) = || ш, +2 (f, e) = ua =u + ul + 
+2@, m n), = Eu) + E (s — t) 4-2 04 —u, we 
&d- | E(u — u) | + ua u hu lue Cd M ае 
FCN Ux Me AS 
<4+ё+ 2C | Hes te 2 lle ee dee Cie 
con cierta constante C, > 0. Como cl mínimo de E «n Ra so alcanza 
а la función гу, entonces, para cualquier s > k, en virtud de (80). 
d4 E (v) <В) € d+ Св. Esto precisamenta significa que 
Elo) > cuando s= оо. La conv de la sucesión vn 2 = 
= 1, 2, . ., hacia la función u se deduce del lema 5. El lema ostá 


demostrado. 
Establercomos ahora una importante propiedad de la función u 


que realiza el mí ıo de ja funcional E en “Tomemos una fun- 
ción v € H’ cut м rio 7 Lo зк] 
шсш que al polinomio (respecto a 9) 
Р) = Еш) = ше) + Elo lle d 
para cualquier ¢ € (—оо, +00). Además, Р (0) = E (u) = d. Por 


Binsiguiente, 
Ж haa =2, 0 uae) =0. 


ción u de Я” que realiza el mínimo de la fun- 
tisface la identidad 


[d (57) 
cualquiera que sea v € H'. 


cional Е en H" 


459 
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Hasta ahora mos era indiferente de qué modo se definía en el 
subespacio H’ un producto escalar equivalente al producto escalar 
ordinario on H* (Q). 

Sea Н' = Н! (Q). Tomemos las funciones: k (z) € C (0), k (2) > 
ا‎ DECO, ao acen 

(2) 50 en o bien a іш 
О ЖО an Ei poto etl en (O o etos e 
diante la ecuación (10): 

[3 me f (uye + аш) dz + Í houw dS. 
Jj 


Entonces, la idontidad (87) coincido con la identidad (бу: 
I (evo dy vods - та 
а 


que dofine la solución generalizada del tercoro о del segundo (si 
3$ == 0) problema de contorno para la ecuación (1) (siendo homogénea 
la condición maite). 


Quando H” = КЇ (Q) y el producto escalar en Й" (Q) está. definido 
por la fórmula (7): 


(a j (uS aut) dz 


Ea а (2) pertenecen а С (0), k (2) > k > 0, a (2) = 0), la idon- 
tidad (67) coincide con la identidad (4) que determina la solución 

izada del primer problema de contorno para la ecuación (1) 
endo. om. la condición limite). 

De esto modo queda demostrado el siguiente teorama. 

топы і. Eziste la única función u de Н (Q) que realiza el 
minimo de la funcional E en Н" (Q), Sel producto esalar en Hi) 
está definido por la igualdad (10), la función u será la solución general 
zada del тет о del segundo (cuando g ча O) problema de contorno 
para la ecuación (5) (siendo homogénea la л limite). 

Esiste la única función и-де Й\ (Q) que realiza el minimo de la 
funcional E en Й" (Q). Si el producto escalar en Н" (Q) está definido 
por la fórmula (7), la función w será la solución generalizada del primer 

Problema de contorno para la ecuación (1). 

El teorema 14 nos facilita un método variacional (indepondionte 
dol método que utilizamos en los teoremas 1 y 2) para demostrar los 
Veoromas de existencia y unicidad de las soluciones generalizadas 
onsidoradas en cl p. 2 de los problemas de contorno y nos indica el 
sentido variacional de las soluciones generalizadas, 
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Si el subespacio Л” coincide con H” (Q) (con Z^ (Q) y en Н" (Q) 
(Êr (Q)) se ha introducido un producto escalar que se expresa por la 
fórmula (10) ((7)) y que es equivalente al producto ordinario, enton- 
ces, en virtud lema 6 y del teorema 14, la sucesión de Ritz v, 
k=4, 2,.. ., de la funcional E en Н (0) (И (Qj) conveigo еп 
H’ (Q) hacia la solución generalizada del tercer (primer) problema de 
contorno para la ecuación (1). Es decir, la sucesión de Ritz puede 
considerarse como una sucesión que aproxima la solución generalíza- 
da do un problema de contorno para la ión (1). 

De este modo queda demostrado 

TEOREMA 19. Una sucesión de Ritz de la funcional E, dada en 
Н (Q) o en Й (Q) (el producto escalar se prefifa por las fórmulas (10) 
6 (7), que está construida según un sistema arbitrario linealmente 
Independiente de funciones cuya cápsula lineal es siempre densa en 
H' (Q) o en Ht (Q), respectivamente, converge en Н\ (Q) hacia la solu- 
ión generalizada del problema correspondiente de contorno (terceró 
о primero) para la ecuación (1). 


$ 2. Suavidad de las soluciones 
goncralizadas. Soluciones clásicas. 


ciones elípticas de segundo ord 
suavidad do Jas soluciones de estos probler 

Supondremos que los datos de los problemas que se consideran 
son до valores realos. Entonces, según lo dicho en el $ 1, las solucio- 
nes generalizadas de estos problemas también serán de valores reales. 
Por ello, en lo sucesivo, sin hacer restricciones ospecialos, vamos a 
entender por soluciones las funciones do valores reales, es decir, los 
elementos do los espacios reales C* (0) о H* (Q), k = 0, 1,2,... 

Al estudiar la suavidad de las soluciones generalizadas, resulta 
convoniente destacar un caso unidimensional, dado que los resulta- 
dos quo se obtienen on este caso no son, en goncral, válidos para 
A > 1. Además, la investigación del caso unidimensional es mucho 
más sencilla. En particular, cuando n = 1, las soluciones generali- 
zadas de los problemas de contorno (ellas pertenecen al espacio 
И! (a, $) son, en vista del teorema 3 p. 2, $ 6, cop. 111, funciones 
continuas en (а, fl. En el caso unidimensional también se resuelvo 
con facilidad el problema de prolongar una función, dada en el con- 
Хото, à un dominio, por medio de una función de Я (a, D) 
Фа qe OD es = quo в título de tal prolongación se puede 
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tomar una función lineal 
oO sci, 
1. Suavidad de las soluciones generalizadas en el caso unidimen- 
sional, Recordemos que los problemas à de contorno para la ecuación 
| Lu sm (У —шш =], = (а, В), a) 
planteados de manera clásica, consisten en la búsqueda de la solu- 
ción u (z) de esta ecuación que satisfaga las condiciones siguientes: 
u (2) €C (а, @П C (le, В) y 
aja шоре e 
рага el caso del primer problema de contorno; и (z) € С? (a, В) П 
Ly C (la, B) y 


Rx hg ide ыык (9) 
Че contorno. Aquí, 
Ta ec. ». By n ord Y Jus Sonoma n ls, 


"Ula EI Tm. "5. 00 Ü € Ls (s. D 
R solución опеана lema (D. (s, 
es una función Aa de H (a, B) que satíslaco la ic lentidad 1r us 


7875 [7 


pora cuige v € й (a, f) y las condiciones límites [7 
La solución generalizada del problema (1), (3), (f € La (a B) 
es una función u (z) de И! (a, B) que satisface la identidad integral 


n 
і (ели аш) dz +k (B) ти (B) e (B) +k (a) ou (2) v (а) = 


t 
=- i fo dz -k(f) Фо) + k (a) ew (а), (5) 


ситна qbo sa e € Н (а, 
Hesulta ser válida la pom ipo auxiliar. 
хама 1, Cuando f € C (la, PI), una función u (а) de Н (a, B), 


que satisface. la identidad integral (4 єй (а, D). 
ede s M Y e blación d үч Û al 
intervalo (а, B). 

(Сошо la función wta) € C (la, PI) (H (a, B) = C (la, PI), on- 


tonces, f + au EC (la, my | UO + a © u E) at € C de. ph. 
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Esaminenos 1а función u, ( = j Û 0 + a (BD) eb 
Ji 


En virtud de las condiciones impuestas en Ё (т), la función ш (2) € 
$6. (is. 0) y; además, en (а, $) ella es là solución de la ecuación: 

iforoncial (ku = / (a) + а (s) u (s). Por consiguientó, para toda: 
t€ BP (æ, p) la función и, (2) Satisface la igualdad 


| tup ramara | fås; 


x lo tanto, una función uy == u — шу, perteneciente в H' (а, P), 
Дав la "identidad integral = 


j kup dz=0, vee, B) 


de ln cual se deduce que la función Ёш; tiene en (а, B) una derivada 
generalizada igual а coro. Por lo tanto, ku, = const, es decir, i € 
€C a, В). Por ollo, también 1л función и (z) € C* йа, B). 


Puesto. ue para toda v PIS y dz m — | (wY vde 


entonces, do (4) so infiere que la función (ыг), — a (e) u (2) — / 2) 
continua еп lx, B], es ortogonal (on el producto escalar de La (a. 8) 


га de los problemas 
tercero) pertenece а 
(4) para toda v€ 
€ H' (a. B). Por eso, en virtud del lema 1, u (2) € C* (la, Bl) y u (2) 
en (а, B) la solución de la ecuación (1). 
De este modo, hemos mostrado que para f € C (la, f)), las solu- 
ciones generalizadas de los problemas de contorno an cuestión 
segmento la, р] derivadas continuas hasta el segundo 
orden inclusivo y satisfacen la ecuación (1). Es obvio, además, que en 
el саво del primer problema de contorno la función и (z) satisfaco 
las condiciones límites (2). En el caso del tercero (segundo) problema 
de contorno, para toda función v (2) € A (2, B) 


f ivarm | езген e кез о. 
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Esto quiere decir que en vista de la identidad (5), 
кф) ( (9) + аш (B) — e) v (B) + 
+ k (a) (~ (a) + apu (a) — qu) v (a) = 


cualesquiera que sean v (B) y v (a) (recordemos que кы аны 
®@) Y (9) erste ка función y (a) de FF (а. D) que practer 

y z = f toma los valores v (a) y v (8)). Por consiguiente, la funci 
те 

1 pues, asta demostrado 

reonema 1, Cuando una función f (2) € С (la, BI), las soluciones 
generalizados del primer, segundo y tercer de contorno 
para la ecuación (1) Edna а С (la, BI) y son soluciones clásicas. 
de los problemas correspondi 

бы u 2) son ación y Ts generalizada, por ejemplo, del 
torcer (segundo) problema de contorno para el operador 
significa que ш (2) € Ж! (а, B) у, del mismo modo, u, (2) € Са, р, 
Jue pera ello, cualquiera que sen v € И! (a, D), tiene lugar 18 
igualda 


\ Quai! au) de - k (B) esu, (B) v (P) + (а) ови, (а) v (а) = 


==, 


donde A, es un valor propio. De acuerdo con el teorema 1, la fan- 
ción up a) pertenece а C* (ia, BI) y es la solución clásica de la 
ecuación. 


Yus(kwy—au-Au, zC(u) (6) 


que satisfaco los condiciones faites homogéneas (3), es decir, н, (2) 
Фа una función propia clásica del tercer (segundo) problema de con 
torno para el oporador £. 

"Anklogamento se muestra quo la función propia generalizada 
w, (2) del primer problema de contorno pertenece а С* la, р) y es 
i [y propi elites de esta probem. sl 

Jomostremos que los valores propios de cualquiera do los pro- 
lamas de contorno en cuestión son de multiplicidad 1. Supongamos 
que existe un valor propio A, por ejemplo, del tercer problema de 
Shntorno, al cual corresponden dos funciones propias 4% y wh 
que son linealmente independientes. 

"Como sabemos. la solución general de la ecuación (б) tiene por 
û te palasin d 
ignifica que toda 
condición mis w (d) — oys (c) = 0, punte que 


donde C, y C, son constantes arbitrarias. 
Ла ecuación (6) d be sntistaoor la 
ciones. 


42. SUAVIDAD DE LAS SOLUCIONES GENERALIZADAS 23 


Wh уша satisfacen esta condición límite. Y а la par con esto, existo 
una solución de la ecuación (6) que no la satisface, por ejemplo, una 
solución con condiciones iniciales ш (а) = 0, w' (a) = 1. 

De este modo queda demostrado 

Tuome 2. Las funciones propias generalizadas del primer, se- 
gundo y tercer problemas de contorno para el operador Ж pertenecen. 
а C^ (la, BI) y son funciones propias clásicas de los problemas corres- 
pondientes de contorno. Todos los valores propios son de mullpl- 

2, Suavidad interior de las soluciones generalizadas, Procedamos 
ahora al estudio de la suavidad de las solucionas generalizadas de los 
problemas de contorno para el caso n > 1. Рага que los pormenores 
técnicos no obstaculicen la aclaración de la sustancia del problema, 
поз límitaremos i ió 


Auc f. 0 
Hecordemos que la solución generalizada del primer problema 


de contorno para la ecuación (7) es la función u (2) de H' (0) quo 

satisface la identidad Integral фк 
| ued = ах, 
El 


para cualquier v € I]! (0). y la condición limito и log = y (la fun- 
ción f € Ly (Q), y la función q es una traza do cierta función Ф do 
Н! (Q), es doctr, oxiste una función Ф € И? (Q) tal que Ф log = q). 
j torcer (segundo) problema do con; 

función w (2) de И! (Q) para la cual 


[voir [oras {неее o 


9 € La (00). 
ior вө despronde- 


cualquiera que son v € И! (Q) (la función f € La ( 
De los resultados obtenidos cu ol párrafo a 


quo ción generalizada del primer problema de contorno existe, 
es única y satisface la desigualdad 
uc C (1 ALT 10) 
Паана (П Meno inf ПФ ичо) (10) 
Ed 


con le constante Є que no depende ni de f ni de 9. 
La solución generalizada u (=) del tercer problema de contorno 
pora o 220, 0 20, también existe, vs única y satisface la des- 


эщ са». тү. POUACIDNES ELIPTICAS 


igualdad 
Mello S C (llo +I ¢ о) an 
con lo constante С quo no dependo ni de f ni de q. 
Examinando ol segundo problema de contorno (о == 0), suponga- 
mos cumplida la condición en quo éste sea solubl 1+ 


+ (aS = 0. Entonces, en la clase do funciones que son ortogo- 


males өп ol producta escalar de La (Q) a las constantes existe la 
solución generalizada и (s) del segundo problema de contorno y pa 
esta solución tiene lugar la ecuación (11). Puesto que todas lus 
"omis soluciones genertlizadas se diferencian do c (2) por los suma 
dos constantes, al estudiar la suavidad de las soluciones gonorali- 
zadas dol segundo problema de contorno podemos limitarnos al es- 
c direi MA 
LEMA 2 1, kO, de Don 

da función ЄЙ! (O) ue saco Ya entidad ga () pin aa toda 
v € I! (0). En este caso, u € Hi? (0), y para cualquier par 
мө O y 8 dominis Q, als qu 0 € 07 oe lag 


йене, С CL M one 2 
la constante positiva C = C (k, Q^, 
c emitte, Зыр у (жаши arbitrarios del domi- 
zio Q tales qu C 6016, Q: Desigummos por 8 > 0 la distancia 
entre los contornos %0’ y 60" y examinomos la función { (2) que poseo 
Лав siguientes propiedados: t (x) € C" (Ry), E (x) ws 1 on Qi (y, con- 
secuentomento, en Q^), } (2) = 0 fuera de 
Sustituyamos өп Ix identidad (8), a título de función v (2), una 
función $ (2) v, (2), donde v, (2) es una función arbitraria de А (07 
Булун por сего fuera de Q” (es obvio que ¢ (2) v, (2) € Й" (0)). 
esto que угур = ушу (tn) = Yu (у-ро + Vue) = Vu: VE Vo + 
+ V (tu) Vos — шуу, la identidad (8) tomará la forma 


раз [+ ns de, (13) 


en la cual la función 
U (жу = t (2) w (r) 4) 


pertenece a Н! (Q), es mula fuera de Qiys y coincide con u (z) 
еп 05, mientras que la función 


F (2) = К Vu ve as 
portanece а L, (07) y se anula fuera де быз. 
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Cabo destacar que en realidad la integración en (13,) so extiendo 
al dominio Qiyo. Por ello, esta igualdad tiene Порог wo sólo pare 
Cualquier v, CHE (Q) sino que también para toda v, € A (Ova) 
йөр» arbitrariamente, como un elemento de Ls (Q^), fuera 


io Qus). 
lijamos de modo arbitrario una función v (z) perteneciente 
a ji coget pet onto fure de Q^ Fart Ceu For 
m4,2,.... n y h arbitrario, O< |À {< 8/2, lo relación de 
diferencias finitas 
رس‎ (a) =! 


será una función de Н! (Qia) П La (07. Hagamos en (13, by = 
= бэр, (2) para cierto # = 1, 2, п y cierto h, O< |h |< 
CUL. Haciendo uso do In fórmula de «integración por partos» 
fórmula (9), р. 4, $ 3, cap. 111), obtenemos la igualdi 


[vm de — j Pin dz [ev m de аву 
din 


peo ra 


Primero demostremos la afirmación 
so deduce inmediatamente la acotación 


VP Mie (0, O 00) Mes e + не ө). 


00,) obtenemos las siguientes desigualdades (con ayud 
O e niani 


lema para X= O. De (15) 


ооа Flan Civ a 


LC, Q) f lec +M ое) T ао 


Haciendo v, = SLU (consideramos que la función U está prolongada. 
por cero fuera de 0), obtenemos: 


IL TSO ао <C (O, Q Hai + Mu йе) 

para todo i = 1, 2, ny O< [h | 82. 

acuerdo con el teorema 3, p. 4, $ 3, cap. 111, de esta desi- 
gualdad se desprende quo U € Я" (Q^ y I U iluwan < C (Q', 0) x 
x (f Mae ¡y Ni laxo). Como sa el dominio QU = u, enton- 
сви LÀ (Q^) y para k = 0 tiene lugar la desigualdad (12). Puesto 
que О? es un subdominio arbitrario estrictamente interior respecto 
a Q, u € Hie (0). 


а ahora f € ҤЕ?! (0). Supongamos que la función и (z) posee 
los, propiedades. siguientes: и € НТ? (Q); mlquier par à 
A E 


ET E——— 
electüa, cuando k = m, la desigualdad (12): 
Fui 995€ (m, Qu OD laica Huber 22 


y pora cualesquiera a, |a | Ст, = 1,2... ny 0<|В|< 
< 8/2, es válida la igualdad 


ps (DU) Vonn de = 


-- Jd DPF usen des LUPO) Vonn dz, (165) 


dondo vwy, es una función arbitraria de 27! (07). Señalemos quo para 
el caso m == 0 las propiedades citadas ya han sido establecidas. 

Puesto quo de (14) y (15) se doduce, en virtud de las suposiciones 
admitidas, que DU € Й (Q^). y, por otra parte, Ре € H' (Q), 
entonces, teniendo en cuenta el teorema 3, p. 4, $ 3, cap. IIl, on 
(16,) se puede pasar al limito para й — 0. Como resultado, para 
cualesquiera а, [а | = m, { © 1, 2, -. ., п, obtenemos la igualdad. 


[еы — a DPF (va), d+ 
a 


* l DP (иу Vos dz, 


de la cual provione (la función Бэ Р es nula fuera do uo para 
той» бы ЄЧЇ? и 


н м | ose dz (131) 


La última igualdad coincido con (139), si sustítuimos en ella DIU, 
por U, D*F,, por Р, De (uvis, por VE у ооч, por vo. Con ello, 
DUn, € H (Q^) se anula fuera de Qiu; y coincide con D^U,, en 
Qi, mientras que D*F, € La (07) y se anula fuera de Озь. Puesto 
que la integración en (3,4) se extiende en realidad al dominio 
Фм, en esta igualdad se puedo sustituir ons, (а) = б^ ates (а), 
1 үл, 0< |h] 8/2, donde vass es uma función 
arbitraria de H^ (Q^. Cómo resultado se obtiene 


[ VOL PU.) Vome de= 
è 


= pret ev Vass dz. (1me) 
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Ex ido la idad (12, lla Q, = m 
Marg nor o A sag 


[TE M liwang Hin шж ос) 
Ce es шөт). 


Sustiteyendo ahora en (16+,) э = 84 (D%0,,), de nuovo, 
өп virtud del toorema 3, p. 4, $ 3, cap. TII, resalta que и € НЫ? (Q) 
y рага и (z) es válida la desigualdad (12) cuando k = m + 1. El loma 
está demostrado. 

Del lema 2 se infiere la siguiente afirmación. 

COROLARIO. Supongamos que f € L, (Q) y la función u € Н (Q) 
satisface, para toda v € Н (Q), la identidad integral (8). En este caso, 
Ja función u (3) satisface (cast siempre) en О la ecuación (Т. 

Tenemos que demostrar que la suma de las segundas derivadas 
genoralizadas ш, + . . . + Uus e, (acabamos do mostrar quo estas 
derivadas existen) c.t.p. de Q es igual a la función f. Sustituyamos 
on (8), a título de v (2), una función arbitraria de Їл (07), O" € 
de Q’. Puesto que u € Н? (Q^), debido a 

(Au — f) v dz = 0, de donde Au — f = 


0 casi siompro) en Q’, y, por lo tanto, también (casi siempro) en Q. 
Ya que las soluciones generalizadas u (z) del primer, segundo 
torcer problemas do contorno para la ecuación 0 satisfacen las 


Ard del lema 2 y las ү; les (10) 6 (11) (la solución. 
u (з) del segundo problema de contorno se supone са е 
La (0) a las constantes), entonces dol lema (2) y teorema 2, p. 2, 
cap. IlI, se deduce la afirmación siguiente. 

ттопвмл 3. Cuando f € Ly (O) f) Hiss (Q), donde k 26и las 
soluciones generalizadas и (т) primer, кут tercer problemas. 
de conte " la ecuación та (casi siem 
FE pero repr DT [41 ve 
del dominio 0, 0' Œ 0" E Q, eziste una constante positiva. 
diente de Q', Q" y k, tal que 


Meha SEM on se pial LO boca) 


en el caso del primer problema de contorno y 

Па Пълна оз С 7 SAA 
en el caso del segundo y tercer. problemas de contorno (para el segundo 
problema consideramos que È u dz = 0). 
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cular, cuando f € La (Q) П С" (Q), u (2) € C" (Q). 

Del teorema 3 se de ide que la suavidad de las soluciones 
generalizadas de los problemas de contorno para la ecuación. Û) 
dentro del dominio @ no depende del tipo de condiciones límites, 
ni de la suavidad del contorno, ni tampoco de la suavidad de la 
función limite. La suavidad interior sólo se determina por la sua- 
vidad del segundo miembro / (z) de la ecuación. El resultado obteni- 
do es altamente exacto: la suavidad de la solución es superior a la 
del segundo miembro en el valor del orden de la ecuación. 

OBSERVACION, Tratando el caso unidimensional hemos demos- 
trado, en particular, que si el segundo miembro de-la ecuación (7) 
es contínuo, las soluciones generalizadas tendrán derivadas continuas 
hasta el segundo orden inclusive. Una afirmación análoga en el 
caso multidimensional no es válida. Más adelante (on el p. 3 del 
párrafo que sigue) daremos un ejemplo de una función (2), continua 
en 0, tal quo la solución generalizada del primer problema de con- 
torno para la ecuación de Poisson (7) no portenece a C* (0) (claro 
está que ella pertenece а Hl. (0)). 

3. Sunvidad de las soluciones generalizadas de los problemas de 
contorno. En el punto antecedente hemos establecido la suavidad 
interior de las soluciones generalizadas, es decir, la pertenencia de 
éstas a los espacios Hise (0) o С! (0) para ciertos Ё у І, En esto punto 
estudiaremos la suavidad de las soluciones generalizadas de los 
problemas de contorno por tado el dominio Q, es deci, la pertenencia 
do las soluciones a los espacios H* (Q) o С! (0). Es natural, que lo 
suavidad de una solución «hasta el mismo contorno» depende de la 
suavidad del contorno y de las funciones límites. 

Supondremos que рага cierto k > 0 el contorno д0 ЄС! 

Examinemos primero el caso cuando las condiciones límites son 
homogéneas. Las soluciones generalizadas del primero o del segundo 
problema contorno*) con condiciones límites homogéneas (la 
función Ф que es el segundo miembro en las condiciones limites, es 
mula) para la ecuación (7) son funciones de los espacios Й*® (Q) o H° (0) 
que satisacen la identidad integral (5) para toda v de йл (Q) o I? (Q), 
Tespectivamente (en el caso del segundo problema de contorno las 
funciones f y ш se suponen ortogonales en el producto escalar de 
L, (Q) a las constantes). 


>) Pers simplificar. xos limitamos а la consideración de soluciones del 
эн у do pollas de contorna. El estadio de la suavidad de ia solu- 
Hopes generalizadas del acer de contorno cos caros requisitos Im- 
Fieston la función ш) (de OY puede sc electuada del mismo modo, 
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ronwa 4. St f € ЯА (Q) у 20 € C*** para cierto k 2-0, entonces, 
las soluciones generalizadas u (3) del primero y segundo problemas de 
contorno con condiciones línites homogéneas, para la ecuación de Pois- 
son (7) pertenecen а Н!" (Q) y satisfacen (en el caso del segundo pro- 


blema de contorno consideramos que кае la desigualdad. 


Volar SCA hao an 


эт Ja constante С > O que no depende de |н) 

Sea 2 un punto arbitrario del contorno д0. Elijamos un sistema 
de coordenadas de modo tal que 2* sea cl origen de coordenadas y una 
normal al contorno en este punto esté orientada a lo largo del ejo Os, 
Tomemos wn número r = r (z^) tan pequeño que un trazo del con 
torno 90 N (| æ | < 4r) sea un conjunto conexo que se proyecte unf- 
vocamente, a lo largo del eje 0,,, en cierto dominio D del plano 
з, = O; la ecuación de ln superficie д0 (1 x | < 4r) tiene por 
expresión 


mv, rmn eo DED, 
donde y (27) es una función de C%%(D), y (0) = 0, Ys, (0) = 
{++ = Wan (O) = 0, con la particularidad do que están cumplidas 
las desigualdades 


lsh, i 


enm, ED, (18) 


Entonces el dominio @ == Of) (| z | < 3r) y, consccuentomento, su 
mubdominio @ = ОП (| x] <7) se proyectan a lo largo del ojo 
ғ, en D. 

'Designemos con T la parte común de los contornos de los domi- 
pios Q y Q, T = 2Q N (i т | < 3r), y con To, la parte restante del 
contorno del dominio Q. El conjunto de funciones de Н! (Q) cuya 
traza sobro Г өв igual a cero, lo designaremos con РЬ (Q). 

Sea una función (2) EC" (Ra, t(D! paro la l<r, 
8 (a) =0 para [z| 27. Entonces, para una función arbitraria 
(а) de ЙЕ (Q) (de H° (0), la función (s), igual a la función 
T(z) ve (2) en @ y nula en todos los demás puntos del dominio Q, 


pertenece а HI! (Q) (7 (Q)). Sustituyendo esta función » (а) en (8), 


Sed ocio u (e) que ө solución del arcae problema 
A A 
para ern Б O, enter ө) ӨШ ТЗ @ se rumple a шаа Т 
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obteadremos, igual que en el punto anterior, la igualdad 
i VU Vo, dz = И Fo dz4- | иу» dz, (9) 


donde v, оз una función arbitraria de Hh (Q) en el caso del primer 
problema de contorno y una función arbitraria de Ht (Q), en al caso 
ol segundo problema de contorno; las funciones Р (z) y U (s) 3e 


nem ld cd, gmn—9G) (20) 


шеша, biunivocamente los dominios £ y Qi an ciertos domi- 
nios ш y o’, slondo unitari inno correspondiente. 
Ls dones de iaa supericas E y T, las denlgnaremos mo- 
dianto y y Ww respectivamente. Las funciones U (z), ш (2), .. 
definidas an el dominio Q se convierten, como resultado de la trans- 
formación (20), o las funciones Û (y), t (y), - + . (consarvomos para 
ellas las designaciones anteriores), definidas en ol dominio o. Ado- 
más, U (y) = u (y) өп ө", mientras que para cierto б >0 las fun- 
ciones Û (y) y Р (y) son nulas en los puntos dol conjunto о N Ge 
donde ày es un subdominio del dominio w que se compone de todos 
“aquellos puntos quo distan de y, más de 6. 

Puesto que para 2 € Q (y Єв) se tiene Us = Uy, — U, us 
siendo i = .... a у Us, = Us,» entonces 

T 


E 
VAS s m US Ў, (Us, Us P toy + Un 
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у, por ello, la igualdad (19) en nuevas variables tiene 1а forma 


] КУ = f Fody f i Ar roy dy + 


+Í 3 Duk tw, dy, Qu) 
donde An = Ам = V para Lm oec nm d. ees 
Ау == O para todos los demás 1 y f; Ву = Siy — Au Bu = 
19), Bum d, (=f, .... n. Es evidente que jc o). 
By, С^ (3) para todo і y j; además, en virtud de (18) 


14)! 1 Jaham yem (2) 


Ya que las funciones U (у) y F (y) son nulas еп & ^, Фу la 
igualdad (21,) tiene lugar no sólo para toda v, (y) de Йу (о) o de 
sino para cualquier v, (у) de Йу (бъг) (prolongada arbitra- 
e fuera de уу como función de L (0)) o, respoctivamento, 
de H' (з) (prolongada arbitrariamonto fuera de өзу, como fun- 
ción de hs (o). 

menos vn función cualquier y). perteneciente (o) 
«Из £0) y prolongada por cero fere de o, y hagamos en (21) bo 

= har, para ciertos 1 < n yO < | A | < 8/2 (la función vo (ye 
nece, evidentemente, a A (ars) П La (0), у, possel] 
а IF (бен) La (o): La igualdad. (21,) tomará la forma 


Û oy (BU) vun dy um — [FL dy + 


+Û X agna D nde 0 


(señalemos que la integración en esta igualdad sc ofoctún no por todo 
ol dominio ө, sino por su subdominio dj; por ello, todos los into- 
grandos en (23,) están definidos). 
Del teorema 4, p. 4. $3, cap. IIl, se deduce que 
|] F8, tv] ti Pham te tor SHF Deco LI Hasc (26) 


изени 
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Antes de acotar la segunda integral en el segundo miembro de 
(22), descompongámosla en dos sumandos 


{ X Gloria] D AS a dy + 
гм РЕ 
+5 X 8490, 05) 
ВЕ 


Haciéndolo, hemos hecho uso de la Igualdad, válida para cuales- 
quiera f y g arbitrarias: 


& dem УА Is 


+, ias se Vade 
аа = 


I X onto] ( i 180,1) ( i TS 


donde gi (y) = n 
po e EAT. 


< [VELS tup)". vs(3 o) ave 
a A 
«IVA eel (260 


lj, À (An, dr | E But vd |< 
lm 
Р ОЛ УЛУТ И. 
Өй бнын a roger dmi T 
"De (23), en vista de (24) — (27,), ten 


|jveto male 


(Flo co + VELO! lest Cil co Eod згө. (289) 


Haciendo en esta desigualdad v, = iU, y empleando la de- 
siguildad 


ПРО о Р (lam SCs (I fas co Molle o) — (299) 
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que se desprende de (15) (ls constante С, depende sólo de la función $, 
es decir, sólo del dominio Q), así como las desigualdades (10) 6 (11), 
en las que p == 0 (entonces, en (10) inf Y Ф ико) = 0), obtendremos 
1а acotación 
АСИЕТ 11, 
de la cual, a su vez, se deduce (teorema 4, p. 
todas las sogundas derivadas generalizadas 
өеме de D, pertenecen a L, (o) y para ellas tiene lugar la 
dosigualdad Гб, liae) < С lf шмек Por lo tanto, para las 
derivadas correspondientes de lo función u (y) tenemos 
Tw, lo e Cf as co 

Рага acotar uy,,, en o' hagamos uso del corolario al lema 2, 

conformo con el сие] Au = / casi siempre en О, y, por lo tanto, casi 


siempre en GQ’. Al introducir nuevas veriables, esta igualdad tendrá 
por expresión: 


nt, 


. $3, cap. Ш) que 
E 


E E 
Ж, Д m, Ж е m1) 
de donde, para todo y € w” 

а), = 


“m+ tey — ө +s EET 


Puesto que рє C** (D) рага k>0, entonces uy, y, € La (o) y 
[TT 


De este modo queda establecido que para todo punto z^ € 00 

existen números positivos r = r (2%) y € = C (2%), tales que u (2) € 

EE (ON (lz — 1<r (29) y que so ofoctóa la dosigualdad 
[DE С (N Naco 

Del cubrimiento del contorno д0 compuesto de los conjuntos 

BQN (1 — z? |< r (2°) para cualesquiera 2° € 20 escojamos un 

subeubrimiento finito д0 f (I —2 |с (29) 1= 1, 2, sn N. 


Entonces, existe un número 8,20 tal que QN Qac Û ON 

N (za | <r Gy. ©: 
or consiguiente, и (2) € H° (QN Qa) у ulis < 
<C, lf luon donde C, es wna constante positiva. Mas, según 
“© 
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el teoroma 3, и (2) EM (Quad у Mu Мечо < Ca НУ Ton 
Рог lo tanto, иЄ Н? (0) y Пи Мо, <C N} Нещо» donde la 
constante C > 0 no depende de f. Do esto modo queda demostrado 
el teorema 4 para k = 0. 

Soa k un número natural cualquiera. En virtud del teorema 
sobre la suavidad interior de soluciones generalizadas (teorema 3) 
ss suficiente, igual que para k = 0. establecer que para todo punto 
límite 2? existen unos números r = т (¥) >0 у C = C (2) >0 
ee MEH Qn (02—017 y tione luar la de 
па 


Пана сопан С оао 

(so puede admitir que 2° es el origen de coordenadas y el eje Qr, 
está dirigido a lo largo de noa normal a 20 en dicho punto). Para 
ello, debido а la susvidad de la transformación (20) (suavidad del 
contorno), basta mostrar que и (y) € H^" (o) y Nu loas, С 
«CI lao 

Ya hemos demostrado que u(y) EH (o). Iu lines © 
< C M len у, además, so realiza la igualdad (239). Siguiendo el 
анта, ya usado en la demostración del leta 2 dol párrafo anterior, 
mostremos que pam todo mm f, 2. .... k, u(y) EH" (o), 
Wu lene CC NY limo, Y tiene lugar la igualdad 


| VID") Vena dy = 


ERI D SAn) lomey, y+ 
+f Y 60") онн). (23m) 
$5 

que es válida para cualesquiera а = (a, ar ta 0), [2| & m, 
ll... nd, O< EA] </2, vns, € Pf (а) en el caso del 
primer problema de contorno, y n+, € H' (1), en el caso del segundo 
problema de contorno, Demostremos esta afirmación para m — 1. 
Pasomos en la igualdad (23) al limite para А > 0 € intogromos 
por partes el primer sumando del segundo miembro de la igualdad 

obtenida. De resultas tendremos la ecuación 


f Suena f Anu] E Us rs d 


+) 3 Gud Qu) 
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válida para toda 2, (o) para el primer problema de contorno 
"i (a), para sl segundo problema de contorno. 
idad (24) pera Cj se diferencia de la (2j) pare U 
sólo porque las funciones Р, AU, Bukoju están sustituidas en 
la primera por Ру, (А07), (Вад, respectivamente, y la 
función vp está reemplazada. por v, de las mismas propiedades. 
Haciendo en (21) vj (9) = 82,0: (0), еп, O< |h] < 6/2, 
donde v, (y) es una función arbitraria de Й; (o) (de A (0) qu 
Ho por cero fuera de w, obtendremos una igualdad análoga 
a (23) 


Tv Uu) Vos dy 


= — Û rbi 


Y ККА, м) eded + 


+f Ў дуо 


dy. (23) 


Como en el caso anterior, acotemos las integrales en el segundo 


miombro de |. Por analogia лепет 
O тшше, ea чш фе (5) P CHT (O) Ури 


que y € C^? (D), entonces F (y) € Н! (9) 
|} Р, б.а de |Р sm lI liac (24) 


Por analogía con (25) dividamos la segunda integral, en el so- 
gundo miembro de (23,) en dos sumandos S 


{ 3 сло fX (Au) 


Шу Шу: 


+} X Aus, s eH Аш дар. (25) 
Empleando (22), acotemos el primer sumando en (25) 
|[ X ux Cua e, de |< 


s Pih dy + 


«Ув Пао аы (269 
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Dado que las funciones Au y Biy pertenecen а Ск (a), k 2-1, 
por o tanto, a suma del зери salanda en (25) con мш 
Trete at segundo miembro de (23,) se acota de la manera зі- 
E 


VEI SCA) up, RA) e hr 


а 


+ Û D uU e) vas dy l< const ри ичо оа ао (27) 


m 
Valiéndose de (24) — (27,), obtenemos de (23,) la desigualdad 

| vette dr] 
«ПР llo + RITOU aos const [us co) WE Vos laco 
bat, ial, 


Hagamos en esta desigualdad v, (y) = 8%, 
acotación 


nto 
(4), y recurriendo а la 


V oros C CH rao +l a fisco) 


ө so desprende do (15), y a la acotación (17), ya demostrada para 
= 0, tenemos: 


VERUS, ilo < consti на, 


niet ‚ о<|<ёз. 
Quiere decir, que en w existen derivadas goneralizadas Uy yy 
2, lad... п — 1, que pertenecen а La (0) 


p=1 n. m 
y desigualdad ш, П < const Il f Пина» 
Con ol fin de acotar las restantes terceras derivadas Uy vy, 
p=1,2,..., n, hagamos uso de la ecuación (30). Dorivándolo 
rimer reacio а yy pare p < n, resulta que para todo p de este 
€ La (0) y que Nl egos, M tae <C UY N нче, 

180) respecto а yn, resulta que шуу, E La (0) 
Y оа Ù tata СУИ aso 

De" йз manera hemos demostrado que u(y) €H? (w), 
Vu lae & C If П нч Y Рага cualesquiera 1, s = 1, n — 1, 
ОСТА 02 y v, € Hy (w) (v, € Н! (ы) se realiza la igualdad 
(23). Repitiendo este procedimiento т veces (m < k), obtendremos: 
EH" (o), Iu | кчы, & C ILS umo, Y tiene lugar la igual- 
dad (23,). El teorema está demostrado. 
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Establezcamos ahora en qué sentido las soluciones generalizadas 
en consideración satisfacen los condiciones limites. En el primer 
problema de contorno, de la definición u € № (Q)) se deduco in- 
Tncdiatamente que la solución tiene on 20 una traza nula: u [og «= 0. 

Mostremos que en el caso del segundo problema de contorno la 
solución satisface la condición límite en el sentido siguiente: 
Valsa: = O, donde n es un vector de la normal exterior а 00, 
[л | =i, y Vu ag es un vector cuyas componentes uy, loq, i == 
= 1, ..., п, son trazas en 00 de las funciones us, pertenecientes 
DE 

En efecto, como и € Н? (Q), entonces de la fórmula de Ostrogradski 
obtenemos de (8) la igualdad ~ 


[чек - И (Au— f)vdz, 


que es válida para toda v € Ht (Q) (aquí, Yuen = Vu |og-n). Puesto 
que Au = f casi siempre en 0, entonces 


AUS misi 


do dondo so deduce la igualdad requerida, ya que, en virtud dol teo- 
roma 2, p; 2, 44, cap. Ш. el conjunto do trazas v Jag de una fun 
ción de И! (Q) es siompro denso en Ly (90). 

Designomos en lo sucesivo la expresión Yu [egin modianto 


F loa. Señalemos que si u € С' (@) П H? (Q), entonces la función 
dE ag, como elemento de Z4 (00), coincide con la derivada $5, 


obtenida según una normal, de la función u en el contomo д0. 
La designación 25 [aq resulta también natora] en el sentido do que 


existe una función de J^ (Q) tal que su traza on 20 coincide con 


Fo ЭТА нме 
Pequeño, existo el único m р 8, Hal que ol vector 

ed rentado a c Targo de rts [pl contaron 20 ol puo у. 
шнда ve (e) n (o (0) решш, a (ONO Y e te en OQ 
ыа (e) og = Vir hog аю) = E 
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Así, pues, cuando д0 ЄС, la solución generalizada del segundo”) 
problema de contorno satisjace la siguiente condición límite 


> 
HL, -0 
De los teoremas 4 y 3 y delos teoremas 2 y 3, р. 2, § 6, cap. Ш, 
en particular se desprende, р 


cron s. Sea f CIT]! (0). Cuando 90 Є CIF}, da sotu- 
clón generalizada del primer problema de contorno para la ecuación (1) 
con una condición limite homogénea es la solución clásica de este pro- 
blema. Cuando д0 € СЇТЇ, la solución generalizada del se 
problema de contorno para la ecuación (T) con una condición límite 
homogénea es la solución clásica de este problema. 

Exominemos ahora la suavidad de las soluciones genoralizad: 
wı todo el dominio pora las condiciones límites no homogéneas, 
Limitómonos al primer problema de contorno. 

Sen la función u (2) una solución generalizada del primer 
blema do contorno, es decir, esta función pertenece a M'i (0) y 
face, para enalquior о Є Й" (Q), la identidad integral (8) y la 

¡ón limite v be = 9. 
pongamos que parn un А > 0 tenemos: / € H* (Q), 00 € Ске 
y la función límite р es una traza en 60 de cierta función (b do 
JI (Q) (para que q pueda ser wna traza cn д0 de una función per- 

into n M°" (Q). es suficiente; en vista del teorema 2, p. 2, 
$ 4, cap. Ш, que y pertenezea a Cl" (20)). Mostremos que en este 
too u € II (Q). 

Exaininemos una función 3 == м — Ф. Está claro que z € A (Q) 

y рага toda v € JI! (Q) satisface Ja identidad integral 


Vivo йе = — | YOVvdz— | fudz 
peo pl 


о, lo que es lo mismo, en virtud de la fórmula de Ostrogradski, la 
identidad. integral 


[verás -e- 
donde f, = / АФ, Puesto que f, € H* (0), entonces, en virtud 


del teorema 4, z € Н (Q). Por esto, la solución genoralizada u == 
=2+0€18'(Q). La afirmación está demostrada. 
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4, Suavidad de las funciones propias generalizadas. Sen u(2} 
una función propia generalizada del primero, segundo о tercero pro- 
blemas de contorno para el operador de Laplace, y sea A el valor 
Yopio correspondiente. Entonces, pers cualqu v € (Q) tiene 
lugar la igualdad 


[а= -f wdz, 


quo coincide con la igualdad (8) cuando f = 2u. Puesto que ju. 
ЄН! (0) y, con mayor razón, hu € Ls (Q), entonces del teorema 
Proviene que u € Hi (O) y casi siempre en Q se cumple la igualdad 
Au = дш. [7 

De esto modo, Ia función u que figura on el segundo miembro de (28) 
pertenece a Hee (Q) N Ls (0). Por ello, aplicando el teorema 3 otra 
voz, obtendremos: u € Hike (Q). etc. 

Por consiguiente, u € Hi, (Q) Кен x Según ol н 
ma 2, p. 2, $ б, cap. Ш, u (2) € Co ( 

Queda ast domustrado 

rronmua €. Las funciones propias generalizados del primero, 
segundo y tercero problemas de contorno para el operador de Laplace 
son indefinidamente diferenciables en Q y satisfacen la ecuación (31). 

La suavidad de las funciones propias generalizadas se dotermina 
en todo el dominio por la suavidad del contorno. 

muona +. St, para k => 2, OQ € С^, entonces toda función propi 
generalizada и (s) del primero o segundo problema de contorno pora el 
operador de Laplace pertenece a Н (Q) y satisjace la condición limit. 
correspondiente. (u |, = 0 para el primer problema de contorno y 
бшп laz = 0, para el segundo problema de contorno). Las funciones 
propias generalizados del primer problema de contorno para k > [3] + 
+1 y del segundo problema de contorno para k»[2]*?. son 
funciones propias clásicas*). 

Dado que ё0ЄС* y u € н (Q) с Ly (Q), entonces, en virtud 
del teorema 4, и Є М à. Si àQ € C, en vista del mismo teoret 
€ H” (Q). Cuando 20 € C*, de 


de la incorporación u € F (0) se de 
que u € H* (O), ete. De este modo llegamos а que si 00 € 
ева ш perlensecrá a J^ (0). 

СУ Pers el tercer problema de contorno tene lugar la siguiente afirmación 
stade e ele EE GO) por ero Eri. ecu inda Janción propia 
SR ree de cor para pedo de Laplace pertenece ЙҮ, 
Con eto, (E + вш) = 0. Además, tm [$ |+ 2. entonces tas funciones 


propias generalizados di tercer problema de comoro sun funciones proplot lá 
a 
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Además, segin al teorema B, из funciones propias generalizadas 


pertenecen a C=(Q) y satisfacen la ecuació 
Si k>[3] + 1, en virtud del teorema 3, p. 2, $ 6, cap. III, 


ucc ioc s [2] +2 ue C O. Por consi 
guiente, conforme a los resultados obtenidos en el p. 1, $ 5, cap. Ш, 
[Чп propia ш del primer problema de contorno, pera K > 


>[{] +1, satistaco en el sentido clásico la condición limite 
ч lso =0, mientras que la función propia u del segundo problema 
de contorno para k>[3] +2 satisfaco, en el mismo sentido, la 


condición limite % lag = 0. El teorema queda demostrado. 


3 
5. Sobre el desarrollo em series según funciones propi 
ш, шу » . + un sistema de todas las funciones propias gent 
del primero (segundo) problema de contorno 
Laplaco, y sea A Àm .. un sistema correspondiente de valores 
propios, Según lo demostrado (teorema 3, p. 3, $ 1), el sistema 
г, ез la base ortonormal del espacio La (Q). Esto signi 
función arbitraria f € La (0) puedo ser representada on 
as sera de Fourier scia coalquisca de oslos sistemas, 


So 
zad: 


1-Х, dp s адна (82) 


Supongamos que para cierto k >1 la función f € Ji^ (Q). Sus 
series do Fourier respecto de las funciones propias del primero y 
Segundo problemas de contorno convergen, por supuesto, hacia f 
TACO) No obstante, en la norma de ZA (Q) y hasta en ls normas 
de Hi (Q), 0 < K < д ема» series, en el caso general, no convergen. 
Por ojomplo, la serio de Fourior según el sistema de funciones propi 
del primer problema de contorno de la función fy (2), que es igual 
a 1 en Q, no puedo converger en la norma М" (0), cualquiera que 
en k >f. En electo, sl sta serio fuese convergente en la norma de 
ТИ! (QJ, sería infaliblemente convergente hacia fe (z), lo que está 
excluido, ya que la suma de una serie con los elementos de Й! (Q) 
y convergente en И? (Q) debe pertenecer a Й (Q). 

Para que la serie de Fourier de una función / do H^ (0) converja 
a ata función en H (Q) е dee exigir que f satisfaga certae condi- 
ciones limites. 

Ináiguemos que para quel ее de Fourier (32) de la fnclón f 
desarrollada según el sistema de funciones propias del primer pro- 
“blema de contorno para el operador de Laplace converja en la norma 
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del espacio Н (Ф), es suficiente (teorema 3, р. 3 del párrafo anterior) 
у necesario (como acabamos de demostrar) que / € Й* (Q). 


Designemos por ТУ (Q), para k > 1, un subespacio del espacio 
^ (Q), compuesto de todas las funciones / para las cuales 


}ье=0..... A Igo. 
Por H3 (Q) vamos a entender el espacio L, (0). Cabe destacor, 
que еп vista del teorema 2, p. 3, $ 5, cap. Ш, НЭ (Q) = Й' (0). 
Designemos por Hy: (0), para k 2-2, un subespacio del espacio 
H^ (0), compuesto de todas las funciones f para las cuales 


Por НО) vamos a entender el espacio Ls (Q), y por HO), 
el espacio 2" (0). 

Шыл з. Sea 6Q Є С^ para clerto k 2» 1. Existe una constante 
С >O tal que para toda función | de НУ (Q) o para toda función f 
de Н\ (Q), ortogonal a las constantes en el producto escalar de La (Q), 
tiene lugar la desigualdad 


Mls SENAT fixer (23) 
al k es par, y la desigualdad 


Mss СПА T. Muros [2] 


sl k es impar, 
Exominemos primero el caso cuando k, k == 2p es par. Demostre- 
mos el lema por inducción respecto a p. Establezcamos la acotación 


Eo gen pmi. ба 1 € НҮ (О) (Hg (Q). Designemos con F la 
сіе l. Entonces, f (т) casi siempre еп Q satisfaco la ecuación 


do Poisson 
a =F. (94) 


Además, por definición del espacio НУ (Q) (30), u [oq = 0 
(correspondientemente, 2* | sg = 0). 


Multiplicando (34) por v € ^ (Q) arbitraria y aplicando la fór- 
mula de Ostrogradsk), resulta que u ев la solución generalizada del 
primero (segundo) рень de contorno para la ecuación (34). Рог 
ello, s validez de la desigualdad (33) рага К & 2 se deduce del teo- 
ema 4. 
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Supongamos que la desigualdad (33) se ha establecido pora 
k= p, y sea EME O) (HF (O). Dado que en este caso la 
Tunción F = Af pertenece э HF(O) (925.00), tenemos 

lt Pls SANAP lene m CEP leae 


Pero / (z) es lo solución generalizada del primero (segundo) 
problema de contorno para le таа (36), por lo que, en vid 
lel teorema 4, 

Ví ln S CAE heng СЛАР leaa 

Sea, ahora, k impor. Para k= f la igualdad (337) es trivial. 
Supongamos que esta ecuación está obtenida para k= 2p — 1, 
p >1. Demostrámosla paro # = 2p +4. Se [EH (0) 
(H° (0). Entonces P (а) = Af € (9). (02%: (O). Sein 
el itorema 4 y la suposición de inducción tenemos 

анна Ce lar y <C PAE шч» CNAP faror 
El lema está demostrado. 

TEOREMA +. Sea el contorno д0 € С*, k > 1, Para que una fun- 
ción f sea desarrollable en la serie de Fourier (32) según el sistema de 
funciones propias del primero (segundo) problema de contorno para el 
operador de Laplace, convergente en la norma del espacio ^ (0), 
es necesario y suficiente que | pertenezca a Hz (Q) (Н (Q). St f € 


єн (Q) Ш\,. (©). entonces la serie Y, ЙЫ converge y, ade- 
más, extste una constante positiva С, Independiente de f, tal q 


OS 5) 


эямозттмади. De la igualdad (31) y el teorema 7 se desprende. 
que si д0 € C*, entonces las funciones propias generalizad: ri 
nero (segundo) problema de contorno para el operador de Laplace 
pertenecen a Ay (Q) (AQ). Por esta razón, si la serie de Fourier 
de la función f € H* (0), formada según las funciones propias del pri- 
mero (segundo) prot contorno, converge en la norma de 
НА (0), entonces f € Hz (0) (HA). La necesi 
trada. 

Seo, shora, / € Hy (Q) (HAO). Mostromos la validez do la 
desigualdad (35). Supongamos primero quo k es par, k = 2p, p > 1. 
Designemos con y, los coeficientes de Fourier de la función А”/ : Y, = 


d está demos- 


33 SUAVIDAD DE LAS SOLUCIONES GENERALIZADAS 2з 


= (APf, ш) ох Aplicando la fórmula de Green, tenemos 
A7 (8f, sra (A771, Ario = 
ма”, uiam. TAE A э=1,2,... 


Ya que la función APELO) Stm Maia, por do que 
л, fo Mal уш, у, conscosatemento, tions agat өздем 


igualdad (35). Si ke 2p-F1, la función АРУЄ (0) (Н), Por 
esla razón, según el teoroma 3, p. 3, $ 1, se verifica la desigual- 
des È RESI APT no de la cual se deduce la (85). 
Designemos con Sm (z) una suma parcial de la serio (32). Es 
obvio que para todo m= 1, 2, ... Sm € Ну (0) (H*g (0)). 
Cuando k==2p, on vista de (33) y (35) (sea m > (2» 1), tenemos 


1155 — S оС ВА (Sn — S0 ao = 


т-с S nero 


ara т, f= 00. Esto significa que la serie (22) converge hacia / en 


(9. 
Si k = 2p + 1, la demostración se lleva a cabo do mahera aná- 
loga. empleando las desigualdades (33'). El teorema está demostrado. 
kona 9. Supongamos que el contorno 00 del dominio Q pertenece 


а С\ para un k > [$ | + 1. En este caso, toda función f de НУ (Q) 
(H*g (Q)) se desarrolla en la serie de Fourier (32) según las funciones 


propias del primero (segundo) problema de contorno para el operador 
Че Laplace, con la particularidad de que esta serie es convergente en 


с о). 
Del teorema 3, p. 2, $ û, cap. Ш, proviene quo al espacio 


tante C по depende ni de m ni de |. Según el teorema (8), 
WS. — Si йн» O para m, t- =. Por eso, 
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18, Sil >0 eundo m, i> o. Por lo tanto, la 


serio (32) converge en СЇ @). El toorema está demostrado, 
6, Generalizaciones. El método con ol quo estudiamos en los 
рр. 2 y 8 la suavidad delas soluciones generalizadas de los problemas 
do contorno para la ecuación de Poisson, puede aplicarse tambiét 
estudiar la suavidad de las soluciones generalizadas de los problemas 
de contorno para ecuaciones más generales. Sea, por ejemplo, u (z) 

una solución generalizada del primer problema de contorno 
Lu <= div k (душ) а (Du =f, z€Q. (0) 

mer 
(€ La (O), ka) ec (б), а (2) ЄС (0), k (e) > ko >0). 


Si kE Q ala) €C* (2) € Le (Q) N I 
кү сыш í (2) Б (л Пр р 
гоМета de contorno рата el 


(0). 

Resultados dol todo análogos tienen también lugar para solu- 
ciones generalizadas del sogundo y del tercer problemas de contorno 
рага las ecuaciones (36) y las funciones propias correspondientes del 
operador L. 


3. Soluciones clásicas 
las ecuaciones de Laplace 
y de Poison 


1. Funciones armónicas. Potenciales. Una función tl. u ( 

Mama armónica en el dominio Q (o en elgán conjunto abierto) 

spacio Fp, si es dos veces continuamente diferenciable en Q y en 
todo punto z € Q satisface la ecuación de Laplace 

Au = 0. w 

Es fácil dar otra definición equivalente de función armónica, 

Ж“ (como siempre, las funciones se con- 


a 
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pertenecen a И (Q). Tomemos un subdominio arbitrario O que sea 
estrictamente interior respecto а Q. Puesto que la función u € H (075 


y satisfaco la identidad È vuvodr = 0 para toda v € № (Q), 


занотон, de acuerdo con el loma 2, p. 2 del párrafo anterior y del 
Corema 2, p: 2, 5 6, сар, TIN, rela que u € Co (07. Además 
función u satisface en Q” lo ecuación (1) (véase el corolario al 1 н 
del párrafo anterior). Ya que 0° es arbltrario, la función u (2) 
меда С° (Q), y en G satialace la ecuación (1), ө decir, es armónica. 
Si la función ш es armónica en Q y dos veces continvamente dife- 


ronciable en O, entonces, integrando la igualdad (1) en Q y haciendo 
uso del teorema de Ostrogradeki, obtenemos la igualdad 


oc pax اا‎ 


que con frecuonelo emplearemos en lo sucesivo, 


Sea $ un punto arbitrario de Aly, y 7 = |z — t |. Puesto que 
paro la función f, que sólo dependoZde r, Af = fj + A f 
entonces la función armónica u, que sólo dependo de r, satisface ln 


ecuación diferencial ordinaria uy, + и, = 0. Una solución 
general de esta ecuación en el semieje 7 >O tiene por expresión 
Дз + а cuando п>, у сїт + ej, cuando n 2, donde co 


Y а son constantes arbitrarias. Por ello, todas las funciones que son 
armónicas por todo el espacio (a excepción del punto т = t) y que 
sólo dependen de |= — E |, tienen por expresiones — S rr +e 
para n> 2 y ep In [2 — E | + cy para n = 2 (с, y e fon constantoe 
arbitrarias). 

Una función 


n>2, 
% 


næ, 


PAR u 
i 
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que es armónica en А, ` (= = E) y en la que a, es el área do ls 
Suporficie de una esfera unitaria, so denomina solución fundamental 
Че ln ecuación de Laplace. Esta función desempeña un papel iar 
portant en el studio de ls soluciones de las ecuaciones de Laplace 
Y de Poisson. 
та toda función medible p, (E), acotada en el dominio Q, 
está definida para todo z la función 
по) [rei ma. ө 


Mamada potencial volumétrico de densidad pọ. 
Para cualesquiera funciones P, (D y pa ($) intograblos en д0 
están dofínidas pora todo = Є Ra s, 00 las funciones 


m m= 0-0 [rs 0 
m a [o 45 о 


amadas potenciales de capa simple y de capa doble cuyas densidades 
зоп P, Y рь respectivamente. 

Gon los potenciales (5), (0) y (7) ya estamos familiarizados. En el 
p. 4,40, сар, IIT (teorema 1) fue demostrado que toda función 
u (2) de C* (0) puede ser representada en forma de опа suma de tres 
dan dos: potencial volumétrico de densidad Au, potencial de capa 


simple do densidad — j, y potencial de capa doble de densidad и: 
uda j оа a jve- 0.45, + 


, | “+. € 
e 


Si la función u € С? (Q) y, además, es armónica en 0, entonces 
до (8) se desprende que para cualquier z €Q 


но | (LO Ra) 9 


пама 1. El potencial de capa simple y el de capa doble son funciones 
armónicas en Й, 00. 

Sea zè un punto arbitrario de R, `. 20, y sea 8 > 0 la distancia 
de esto punto al contorno д0. Los integrandos en (6) y (7), siendo 
funciones de la variable £, } © 30, pertenecen, para todos z dispues- 
tos en la bola (12 ¥ | < 8/2), a La (30), y siendo funciones de le 
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variable z, para casi todo Ẹ de 20, pertenecen a C^ (Iz — 2 | < 
<8/2). Además, para cualesquiera  Є 90 y zde la bola {| z — 2° | > 
<8/2) tienen lugar las acotaciones |D? U(r— | <C, 
:ر‎ Zec] <C, donde а = (m, ..., an) es arbitrario y la 
constante C > 0 sólo depende de 5 y a. Por lo tanto, 

IDU (2—0 QQI&Clo ФЬ 
A e, © |<. 


Entonces, sogún el teorema 7, p. 7. $ A ap. П, las funciones u (2) 
уз) so Indos mente alloreneiables en a bola ([2 — 2^] < 
xy 


Duy = j DU ера 


Duy = [e 5, 


cualquiera que sen а. En particu 
E [nares ro 


Aud) no 3 AU (DAS =0, 


puesto que AU (z — E) = O para z% $. 
una а, St po (E) € Ct (D). entonces el potencial volumétrico uy (3) 


pertenece а C* (Q) П C* (Q) у para todo z € Q satisface la ecuación de 
Poisson Au, = 


Del hecho de que la función py es mediblo y acotada on Оза des- 
prende (véase p. 12, $1, cap. II) que u CC (0) y 


E “Lamar x IS оп 
Sip M € С! (0), tenemos, en virtud de la fórmula de Ostrogradski, 
-f vc dic dita) 45, 


donde m (b) = cos (Ê) es una fonción continus en 90. 
i-am 
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El primer sumando del segundo miembro de esta igualdad es un 
potencial volumétrico de densidad ¿2*, continua on Q. Por lo tanto, 
este sumando pertenece a C* (0). El segundo sumando ез un potencial 
do сара simple de densidad рулу, continuo en д0, y pertenece, según 
ol lema 1, a С” (Q). Por esta razón, la función u, € Сї (0) N C* (0), 
"Tomemos una función arbitraria y de C* (O) que sea terminal өп Q. 


Puesto que v], = |. = 0, де (8) para todo гє@: 
*ө®-} UCI 


mdo a las funciones $ y шу la fórmula de Groen y empleando 
anora consecutiva el teorema de Fubini (teorema 10, p. 1, 
$ 1, cap. П) y la igualdad (10), obtenemos: 


f venite | Av (us (2) dx = 


Tee о-о) 
4 

Te ü оаза) de) а 
-j ТЕ 


Do esto modo, para toda función y de С? (Ọ), torminal en Q, 
tiene lugar la igualdad 


Í 9(2 (Anla) — pe (2) dz 0, 


до iile v >= == کا پا‎ EI lema Зо denote, 

2, Propiedades principales de las funciones armónicas. Ahora, 
ostablercamos algunas propiedades importantes de, las funciones 
armónicas. 

TEOREMA 1 (primer teorema de la media). Sea u (2) una función 
armónica en el dominio 0, y sea z un punto arbirara de Q. Енот, 
para cualquier r, 0 < г < d, donde d es la distancia del punto 2 al 
contorno д0, se realiza la igualdad 


kr (945, ш) 


Puesto que tegis «m E GE = er ee función 
puodo aplicarse en cl dominio (| $ — = | < ғ) la fórmula (9). En vis- 
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la de esta fórmula, para п > 2 (cuendo л = 2, los razonamientos 
son los mismos) 


#®- er Ê 


"- 
n 
РЕ не 
VI ERE 
mue | Bs | «005 
me 


yo que en la esfera aiai 
П 
= Ter 2 


-TESR Sub 


La fórmula. "m ahora se desprende de la (3) 

Tmorema 2 (segundo teorema de la modia). Sea u (z) una Junción 
armónica en el dominio Q, y sea = un punto arbitrario de Q. Entonces, 
para cualquier r, 0 «ст < d, donde d es la distancia del punto z al 
contorno 00, tiene lugar la igualdad 


«eut | «$a из) 
a-her 


De acuerdo con el teorema 1, para todo p, 0 < p < d, tiene 
lugar la igualdad 


s.m em { TOS 
ma 


Integrando esta igualdad respecto a p, desde O hasta r, obtendro- 
mos la igualdad (12). 
Los teoromas 1 y 2 se llaman teoromas de la media, puesto que 
en los segundos miembros de las igualdades (11) y (12) figuran valores 
de la función w en la esfera (|2 — x | = г) y en la bola 
(18 — x | <r}, respectivamente (0,77% os el área do la esfera, 
EL es el volumen de la bola). 
^ Según lo mostrado, una función armónica en Q es indefinidamente 
diferenciable en este dominio. Al estudiar las funciones armónicas 
resulta sor útil el siguiente 
ipw э. Supongamos que la función (s) es armónica en Q y 
acotada: | ш (2) | < M. Entonces, toda derivada Deu (2) de orden 
e 


E cap. тт. OCACIONES влетела 
la =, k= 1,2, ..., satisface, en el punto z €Q, la desigualdad 
шам (Jue, (13) 


donde 8 es la distancia del punto s al contorno д0. 

Demostremos el Jema por el método de inducción según k. 

Sea, primero, k = 1. Mostremos que | uz, | < Mn/ para todo 
Le f, . . п. Ya que la función us es armónica en Q, en virtud del 
teorema 2 para todo 8' «c 5 

NT 
га 
donde a, es el ángulo formado por el vector E — = y el eje Ogy. Por 
esto 


[DE Û OSEM gp ond Malt. 
КЕ 


шб) 


Pasando en esta desigualdad al límite para 6' => 6, obtendremos la 

Mdad requerida. 

'upongamos «hora que ol lema está demostrado para to 
Da u, donde |a | <k — 1, k >2. Demostremos la des- 
igualdad (13). 

Tomemos dos bola (1 — 2 1e) y (IE =z 1 <8) 
contro on el punto z (5 es un número entero positivo menor quo б). 
jûn la sugerencia de la inducción, para todo ponto E de la bola 
ЕАС ВЛ y cualquier р. 18 1=%=4, tino lugar la 

Jesigualdad siguiente. 


DUES M (uz) м (f) 

Así pues, para cualquier B. |Bjk— i. la función armónica 

Dhu(g) está acotada en la bola (]2—2|< 8/8) por una constante 

М (n/8')™ ikt, Entonces, según lo demostrado arriba, para las pri- 
men ivadas de esta función tenemos 


пым ә, а-а. 


La | =k, se tione | Da u | <M (n/8 I8. 
aldad al limite para ф' + 6, obtenemos la 
desigualdad (13). El lema está demostrado. 

товкмл s. De todo conjunto infinito de funciones armónicas en 
Q, acotadas en dicho dominio por una constante, se puede extraer una 
sucesión que converfa uniformemente en cualquier subdominio estricta- 
mente interior del dominio 0. 
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Sea M un conjunto [infinito de funciones u(z) armónicas on 
Q y acotadas totalmente en O: [u(z)|«M. Tomemos una sucesión 
arbitraria de dominios Q. Qs... que poseo las propiedades 


siguientes: 0.0. 0...2 0 80 imt 2,5 0,0. 


El conjunto M se compone de las funciones, pertenecientes a C (0,) 
y acotadas en total en Оу. En vista del lema 3, existo una constante 
>0, que depende sólo del dominio Q tal que para to 
ciones de W | Yu | « C para = € Qr. Por esto, ol conjunto M es 
continuo en 0, de manera equigraduol. Según el teorema do Arzelá, 
0 puede extraer de ЯД una sucesión Uy, ш, >> -+ que sea uniforme- 
mente convergente en Q. Dado que esta sucesión es uniformemente 
acotado y continua en Q, de manera equigradual (en virtud del lema 
Э) entonces se puede extrnar de ella una subsucesión gy ш, 
que ма uniformemente convergente en Qp, eic. Es evidente quo una 
sacan diagonal Uy «ar: sl icd, EI тип queda de- 
mostrado. 

TOREYA 4. Supongamos que la sucesión de funciones и (2), 
ua (2), - м armónicas en el dominio Q, converge uniformemente hacia 
12 función u (2) en todo subdominlo estrictamente interior con relación 
в Q. Entonces, la función u (2) es armónica en Q y para todo a = 
m (as -m s) la sucesión Da u, Da ш... converge uniforme 
mants hacia la unción Du en cualquier nlbdominio estrictamente (ne 
terior respecto al dominio Q. 

Sea Q wn subdominio arbitrario estrictamente interior respocto 
al dominio Q. Entonces, и (2) € C (07). Tomemos un dominio Q* 
tal que Q c Q” € Q. Está cloro que toda función Um (2) es acotada 
o 


Según ol lema 3, para todo æ existe una constante С > 0 (que 
depende sólo de Q^ OF y |] tal que se cumpla la desigualdad 


WD (us — o Meg Саа logy 
cualesquiera que sean m, s = 1,2, ... 

Dado quo (Jun —и, оь, > O para m, з == оо, todas las suco- 
siones Duy, med, 2, son fundamentales en la norma del 
espacio C (07). Esto signilica que la función u(z) C C" (Q) y para 
todo a tendremos || D^u,, — "и lc, — 0 cuando m = оо. 

Pasando en la дай Aun = Û, z € Q', al límite para m — 
obtenemos: Au = б en Q', es decir, en Q la función u (2) es armóni- 
<a y, consecuentemente, lambién cn Q. El teorema está demostrado. 

hora 6. Una función armónica en Q es analitica en 0. 

Sea una función u(z) armónica en el dominio Q. Tomemos en 
Q wn punto arbitrario 2° y designemos con ё >> 0 la distancia de 
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esto punto al contorno д0, y con Ss (29), la bola (12—271  8/). 
la e pee Quo por eso es acotada eu Qus; sea Ma 
= max [шщ 

y: 

Como la distancia de cualquier punto de la bola Зу, (2^) hasta 
el contorno 2Qy; no es menor que 8/4, en virtud del lema 3, para 
todo punto z de Зы, (2) y todoa = (x, <. „, æn) tenemos la desi- 


gnaldad 
Поти tinaj" a. 


Ya que Jo Am (rona de Stirling), existe una cons- 
tanto C20 tal Чоо pora todo k natural ACR y, consecuen- 
temento, |a] ec CPP йа 

Haciondo em la identidad (m... а) X MA am (que 


es válida para cualquier k natural) 34... =z, =T. obtenemos la 
igualdad n*= J) (арай, de la cual so despmnde la dosigual- 
dad (ара, Por ello, para todo z€ Sys) y todo a 

| D*u | CM (4rd) at. (14) 
todo, que la serie de Taylor de la función 


De (14) so deduce, 
u (2) 


ری کک چ 


converge absolutamente en la bola S= (|а 24] c), porto 
que la suma de osta serio es una función analítica on S. Domos- 
tremos que on la bola S” 


em 
Веи) 3 у) Dee 
E 


= y енн) ae 
міх 


donde | Ө | < 1, еа cualquier punto S” tiende a cero cuando N — оо. 
Sabemos que pars 2 Є Š’ el punto "+8 (z — 2%) también está 
contenido en S’ y, consecuentemente, en la bola Sws (27). Por tanto, 


——Ó 
de (14) se deduce que para todos os z de 57 
рако 3 см (SE) (ec) e orm 


Por oso, Ry (z) => 0 cuando N — co, 

"Dado que € Q es arbitrario, la función и (s) os analítica en Q. 
EI teorema está demostrado. 

Еп el caso bidimensional, junto con el teorema 5 que establece 
el carácter analítico de una función armónica como función de dos 
Sariablos z, у zy, tiene lugar otra afirmación más profunda que liga. 
funciones armón?cas con funciones analíticas de una variable comploja 
тт т, + ize Para simplificar, nos limitamos al caso de un dominio 
Simplemente” conexo. 

"рем ¢. Para que la función u (у, ту) sea armónica en el domi- 
nio simplemente conezo Q es pacsrto y suficienta que eii una fu 
[дут + шу апаа en Q, tal que u (zy s) = Ro (3) 

'suricincia. Soa fÀ) analitica өп ol dominio Q. Entonces, las 
funciones u (a, 23) = Re (е, + tza) y о (а, 2) = Im f (2 - iza) 
son indefinidamente diferenciables en Q y solisiacon las condiciones 
do Cauchy—Riomann 


"— as 


Дом (15) respecto à э, у! so- 
lo las correlaciones resultantes, obte- 
armónica, 


Derivando la primera de 1 


"do. espec a ту 
Somos Au, e del 


Сы d ud ads. 


donde: z* = (zt, z?) es un punto fijado de Q, z = (n. а), Y L (2% 
2), una curva arbitraria enderezada quo uno los puntos z^ y z y está 
ubicada en Q (del hecho de que el dominio Q es simplemente conexo 
so infiere, on virtud de la fórmula de Green, que la función v no 
depende del contorno de L). La función v (z) € C (Q) es la que satis- 
{асе las condiciones (15). Por lo tanto, la función f = u + ív es en 
Q analítica respecto de z, + Lra. El teorema está demostrado. 
'ONsuRvAción 1. Una función analitica 7 () según la función armó- 
піса и (Zu ту), Se determina con un error menor que una constante 
arbitraria puramente imaginaria. En efecto, sean fı (z) = u + to, 
y fa (G) = ш + io, dos funciones analíticas en Q, para las cualos 
hej = Refs = ш. En esto caso, será analítica en О la función 
f, — = i, donde la función (real) v = эу — v, En vista de le 
Condiciones do Cauchy Riemann, Ve, ~ Ps, = б, es decir, vs 
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л + e, dondo c es una constante arbitraria real. Por eso, f, (3) = 
fi) + ie. La afirmación queda demostrada. 

Onstavación 2. Una afirmación análoga al teorema 6 tiene tam- 
bién lugar cuando О es un dominio arbitrario. Entonces una función 
1, uo e analitica respecto do z, + tr, en Q y está construida a base 
de la función ш, armónica en @, puede ser plurívoca. Por ejemplo, а 
la función In |z |, armónica en el anillo {1< |z | < 2}, so le 
asigna la función plurivoca La z = In |z | + i Arg (д + шй ( 
= z, + tz) que es analitica en este anillo. 

Coro, Supongamos que una función s = F (e) = F; (2y 
2) + iF, (а, у), 2 = ау + izy analitica en el dominio simplemente 
conezo Q, representa biunivocamente este dominio en olgún dominio 
simplemente conezo Q' de un plano complejo z = z, + tz, St la fun- 
ción и! (z^) es armónica en Q', entonces la función u (2) == и (F; (2), 
Р, (2)) es armónica en Q. 

En efecto, sea f' (P) una función analítica en @' para la е 
we (2) = Ne f (2). Puesto que la función f (2) = f! (Р (2) es anal 
tica on 0, la función ш (2) = u’ (Fi (2), Р, (2)) = Re f (3) = 
m Bo f (4) es armónica en Q. 

Una propiedad importanto de las funciones armónicas, que vamos 
a enunciar, se deduce del teorema en la media y se denomina princi- 
pio de máximo. 

тїокємл 7 (principio de máximo). Supongamos que una función 
u (а) armónica en Q es continua en Ọ. Entonces, o bien u (2) == const 
en Q o Dien 


min u(z) <u (3) < max u (2) 
E md 


para todo z € Q. 
Sea М = max u (z). Mostremos quo si en el dominio Q existo 


сз 
un punto en el que se infringe la desigualdad derecha en (10), ento 
cos la función u (e) = const = M en Q. Efectivamente, convenga: 
mos que tal punto existe. En este caso, en Q hay un punto 3° en el 
cual u = M. Tomemos en Q un punto arbitrario y y mostremos que 
36) = М. Únamosel punto y con el punto z" mediante una quebrado 
L de eslabones finitos (que no se cruzan), totalmente dispuesta en 0. 
Sen d > 0 la distancia entre L y д0. Cubramos la curva L por un 
número finito de bolas S; = 2 |< di2}, 1=0,1,. 
san М, cuyos centros ¿ELN Sia i N. Aquí, 
punto a? es el centro de la bola Se, y 
En virtud del segundo teorema en 


"media (teorema 


E MN 
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ЕТЕ 


иб) = 


función и (2), armónica еп Q y continua еп Q, se cumple la igualdad 

Mille Elu eoo 17) 

paa аера га араса ү ерл 
E m a C (Q) y son armónicas en Q. Si la sucesión ш 

Ae аел LAA Ы 

ш, k o 4,2, . . ., será uniformemente convergente en Q hacia cierta 


имат armónica en Q. 

Efectivamente, según (17) tenemos para cualesquiera s y m 

lus un les — ново 

Puesto que la sucesión ш leo, K = f, 2, . ; ., converge uniforme- 
mente en 20, | u, — us llas) O cuando m, з= оо por ою 
lute оф +0 cuando m, $» оо. Del hecho de que ol 
espacio C (0) es completo se desprende quo existe una fun- 
ción continua u (а) hacía la cual en 0 converge uniformemente la su- 
cesión un (2), k = 1,... Del teorema 4 proviene que la función 
и (2) es armónica en 0. El teorema queda demostrado. 

З, Sobre las soluciones clásicas del problema de Dirichlet para la 
ecuación de Poisson. Recordemos quo la función и (2) se lama solu- 
ción clásica del problema de Dirichlet (primer problema de contorno) 
para la ecuación de Poisson 


Auf, 260, 
ПРЕСА (9) 
siempre que u (2) ЄС: (Q) П C @) y satisfaga las correlaciones (18) 


y 49). 
Primero demostremos la unicidad de la solución. 
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rone s. El problema de Dirichlet para la ecuación de Poisson. 
по puede tener más que una sola solución clásica. 

Sean ш, (2) y и, (2) dos soluciones del problema (18), (19). Enton- 
ces, la función u (2) = u, (2) — us (2) es armónica еп Q, continua 
en Q y so anula en û0. Por eso, de la desigualdad (17) se deduce que 
u = беп Q, es decir, u, = uz. El teorema está demostrado. 

La oxistencio de la solución clásica del problema (18), (19) 


suponiendo que д0ЕСЇТ!”', je gll (д), gecl? (oq), se 
estableció en el punto 3 del párrafo anterior. Em realidad allí 
demostramos una afirmación más fuerte: para las suposiciones 
hechas con relación a д0, f y q, la solución generalizada ц del 


poblema (18), (19) pertenece al espacio HEI д) п AI", 
aqui, en virtud de los teoremas de inmersión, so infiero que 
12) € C 0) П CQ). es decir, es la solución clásica. Pero, la por- 


tonencia de asta función a los espacios И}! (9) y HET (Q) son 
condiciones mucho más fuertes que 18 pertenencia a los espacios 
C> (O) y СФ). respectivamente. Por eso, es natural esporor que 
la halin clásica exista para limitaciones mucho menos rigurosas 
on 90, Гуф 

TROMENA to. St д0 € C*, f € C* (©). Ф ЄС (90), el problema (18), 
(19) tiene solución clásica. 

Ante todo establezcamos la validez del teorema (10) en cl caso de 
wno ecuación homogénea (18), es decir, para el problema (1), (19). 
иө. S1 AQ EC y q Є С (00), el problema (119) tiene solución 
ашса. 


Supongamos al principio que AQE СЇ Ї+!, Puesto qu 
XAQ), existo una sucesión уы k=1,2..... de fum 


СЇТЇ“! (a0) que en û0 converge uniformemente hacia la función 9. 
(Efoctivamento, la prolongación continua de la función q en 0 
puede ser aproximada en C (Q) por medio de las funciones de 
С“ (9). mientras que sus valores en el contorno pertenecen 


û CÎÊÎ*' (аду. Mas, para toda a existo una función ua (z), armó- 
mica en 0, que es la solución clásica dol problema (1), (19) con 
esta función de frontera. Según el teorema (8), la sucesión ua (z), 
dz, 2, ..., converge en 0 uniformemente. Con ello, la función 
límite u(z) es armónica en Q, continua en Q y satisface la condi- 
ción límite (19), es decir, es solución clásica del problema (1), (19). 

Sea, abore, 9Q € C^. Designemos con Ф una prolongación con- 


$ 3 SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE LAPLACE Y DE POISSON 267 


чала de la función limite y en Ọ, y sea М = max| (z)|. Tome- 
m que posee las 


mos una sucesión do dominios Qj. imf, 2.. 
siguientes propiedades: Q; € О para todo 
Û 0-0, ge cT ima, 2, 
rado, para todo ¿=4, 2, ... en el dominio Q; existe una solución 
elísica v,(z) del problema (1), (19) que satisfaco la condición 
Ojo. Adomás, para todo i1, 2... 

max x |o (2)¡<M. 

н, 

Desiguemos por и, (2) una función dada en 0, que es igual a v, (z) 
n Q, y es mula fuera de O, = 1, 2, . . . En virtud del teorema 3, 
la sucosión de funciones и, (z), us (2), `. ., armónicas en Qs, ci 
tione una subsucesión ш шу. >», convergente uniformemente en 
Üy. La sucesión uy. ing... Se compone de funciones quo son armó- 
nicas en Q, (st oliminamos la función ш (2). que posiblemente está 
contenida en olla). Por eso, según el teorema 3, de esta última suco- 
sión se puede extraer una subsucesión ug, tt que seo uniforme- 
monte convergente on Jy. Y así, sucesiva: 

¡gr fomemos tna sucer a 
signomos por Qu, im 1, 2, .... uma 
de la subsucesión de dominios Qm, m = 1, 2, 
es igual en Q,, a Vu y es nula fuera de ©. Es evidente que la sucesión 
lpm P = 1, 2, . <, converge en Q y que esta convergencia es uni- 
forme en cualquier u. Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 4, 
la función limite u (2) es armónica en Q. Además, |u (z) | < М, 
cualquier que soa z € Q- 

Mostremos que Ja función u (2) es continua en Q y satisface la 
condición límite (19), en otras palabras, demostremos quo ш (2) os 
una solución clásica del problema (1), (19). 

Elijamos wn punto arbitrario 2* € 20. Ya que 60 € C*, existen 
wn punto z' ¢ @ y r>0 tales que una bola { | z — z' | < r}, hace 
contacto con el contorno 90 en el punto z^, no contiene puntos del 
dominio 0, mientras que la esfera (| — #| =r) tieno sólo un 

mto (2°) común con 00. Fijemos cualquier e > 0. Puesto que la 
función Ф (2) es continua on el punto 25, existe tal б = 8 (e) > O 
que | ® (2) — Ф (2) |< e para todos los puntos de la bola { | z — 
— 2 < 5) que so encuentran fuera de 0. Como la función 

1 
г Apex. 
armónica para z se (para concretar, consideramos el caso en q 
A2 арт 2, w (a) —lar + ln [rz 1), es no negativa 


De acuerdo con lo demos- 
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para todo z € y se anula sólo en wn solo punto 2° de 0, se puedo 
miee = C (8) > 0 tal que para todo z € Q serán válidas las des- 
igualda 

Фа) —e— Ce (2) <® (9) <O 69) +e + Cie (а). 

Las funciones upp(2)+Cw(z) y up (а) — Cu (2) son armónicas 
en Qpys continuas en уу y. además, para ollas tienen lugar las 
expresiones (uppt Сш) jop, = (Ф+ Cw) oap, > D (2*)— t; (upp — 
— Cu) оду = (D — Cu) soy, < ® (21)+ e. Por ello, según ol princi- 
pio de máximo, en el dominio Oy, tenemos: upy (2) + Ci (2) > 
SOR) e y upp (z) — Ci (a) < OG) +e, es decir, 

(2) e Co (7) uy, () LO (e+ Co (а) 
Por lo tanto, para cualquier 260 
— Cw (e) <u (5) (°) +e + Cw (a). 
Puesto que w(z)-.0 pora todo z-»a°, estas desigualdades 
mdran, а su vez, las desigualdades siguientes 


6-6) (Ф (0), 


de donde, por er à > 0 arbitrario, te deduce que u (z) e continua 
en 2° y u (2) = D (2°) = ф (2). El lema está demostrado. 
DeworrrMOs AMORA xn Teorema на. Examinemos la función 


ul) = [Lentes es un potencial volumétrico de den- 


sidad 
ción de la eeuoción (18). De acuerdo con el lema 4, 
solución clásica w (2) del problema Av=0 en 0, оа: 
En este coso, Umu+v es solución clasica del problem: 
(49), El teorema esté demostrado. 

Valiéndonos del teorema 10, enunciemos la siguiente importante 
propiedad de las funciones armónicas. 

"rtoREMA ı4 (sobre la eliminación de la singularidad). Supongamos 
que la función u (2) es armónica en el dominio QN (29), donde 2° es 
de punto del dominio Q. Si pare z7x 3°. u (P) ma (UE a) 
donde U es la solución fundamental de la ecuación de Laplace, entonces, 
«шше lim (2) = А, y la función u (3), definida complementario: 
mente en el punto 2^ por el valer de A, es armónica en Q. 

"pEmostmacios. Tomemos una bola Sa (°) = {| 2 — 2° |< 
< R) estrictamente interior respecto de Q. Designemos con v (2) la 
Solución clásica del problema de Dirichlet para la ecuación de Lap 
en la bola Sn(2") que satistaga la condición límite v jas, an = 


Según el lema 2, ue(3)EC*(Q) NC") es on Q la solu- 
isto la 
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m u авро. La función и (z) — v (z) = w (z) es armónica en 
Sa (PN E), y w lasgan = O. Para demostrar el teorema bas 
mostrar quo en todo ponto del conjunto Se (Z) (a°) la función 
lo = 0: en este caso la función u (2) coincido con la función v (z) 
para todos los puntos z Є Sp (20 (z^) y, por tanto, la función 
u (a), definida complementariamente en el з? por el número А = 
Т, coincide on la función armónica >@ por toda la bola 
a (2). 
Examinomos, siendo e > 0 arbitrario, dos funciones 


meqam tel) 
(supongamos, para concretar, que Ja dimensión del espacio es n > 2; 
сөздө ne, los funciones sa (z) =e In Lap = 10(2)). Lasfun- 
ciones za(2) son armónicas еп Saf, Y za (9) 
R50. Dado que, por la condición, u (а) о (pr) 


para z-z’, өм 


+o (Эҥ). Por lo tanto, cuando p>0 son suficientemente 
pequeños, 22(2)he-s9mp > 0. De acuerdo con el principio 
de máximo. sa J > pora todo = de la copa ате p& 
Size eee Зы ш un punto, cualquiera de Sa PN (29); 
Sendo p sulieientemente pequeño, este punto pertonoce a la capa 
esférica p<|x—="|<R. Por consiguiente, =4 (27) >0, es decir, 
IS de donde, por ser «0 arbitrario, tenemos: 
visi) m0. Ei olana queda demostrado. 

Еп el teorema. 10 fue demostrado la existencia de una solución 
clásica del problema de Dirichlet (18), (19) para cualesquiera f € 
ЄС! (0), е € С (20), 20 € C*. Surge la pregunta: ¿no será suficiente, 
para quo oste problema ses soluble, suponer sólo ol cumplimiento 
de la condición f € C (0)? La condición f € C! (0) es realmente oxa- 
айа: so puedo demostrar que para poder solucionar el problema 
en cuestión, os suficiente suponer que la función f satisface en Q la 
condición de Halder de cierto orden positivo*). Sin embargo, como 
{о demuestra un ejemplo que sigue, no se puede sustituir esta condi- 
ción por la condición f €C (Q). 


es г, (Er E e uer 


Stato decir que la fnció f (e) анисе en 0 1а condición de der 
del orden a > 0, s existo una constante М tal que para cualesquiera puntos 2^ 
yo de ОТ) NM ene 


E p 
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En la bola 0 = (121 R) de radio Р < 4 exominemos la 
ecuación de Poisson 


A nii 1 
au pF (rantaan) 00 


cuya función en el segundo miembro (definámosla complementaria- 
pente por el сего en el origen de coordenadas) es continua en Q. 
ща) = (3—1 (— Im] 2194 e) 
vrtonece а C (0) П C~ (7, (0) (el punto (0) es el origen de coor- 
ea O А-А 
la ecuación (20) y la condición límite 
lm V Tn Rd — 2) lan 02) 
No obstante, la función u (z) no puedo ser solución clásica del pro- 
Меша (20), (22): ya que 


dide e aiaks 
e e ele ecd 


Т 


EET ЭННИ” > E 
ттк ТТЫ 
died py) os 
DIET 
entgneos u 0) € C (0), 


tremos que el problema (20), (22) no tiene, en general, nin- 
uo la solución clásica v (2) de esto 


guna solución clásica. 


dim шы = lim ш 


Кеса" 

Ya usamos varias veces la fórmula (8) que nos proporciona la 
representación de una función arbitraria ш (z) de С? (Q) en términos 
de los valores еп Q de su operador de Laplace y de los valores de u 
y d en el contorno 20. En lo sucesivo necesitaremos uns fórmula 


más de este género. 
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Soñalemos, anto todo, que para una función arbitraria u (z) do 

C (0) y para cualquier punto y 60 tiene logar la igualdad 

0= { U (y —}) hu (di 


+] چ‎ - e e-9 [e e» 
fonds U (y — E) es la solución fundamental de la ecuación de La- 
pla 


Para demostrar esta igualdad es suficiente hacer uso de la fórmula 
do Groon aplicada а las funciones u (5) y U (y — E) еп el dominio Q: 


uE AU (yj —U (y—9 Au (014 


Loto аву, 
E 


toniendo, además, on cuenta el becho de que la función U (y — $) 
es armónica en 0 según E 

Tomemos, ahora, puntos cualesquiera z € Q, y € Су una función 
arbitraria. 2) continua fuera de 0. Multiplicando (23) por d (y) 
y restando, término a término, la igualdad obtenida de (8), resulta 
quo para toda función и de С (Q) tiene lugar la representación 


u ©-} Wiha wU (y 9) ju 94+ 


* [SÊ up vu-b-ve-u 
E 


A |а, (24) 


me sean EQ, y € y la función arbitraria d (y) 
continua de б. 

So puede mostrar que haciondo suposiciones bastante amplias 
tespocto al dominio Q existen tal representación у =y (3). quo a todo 
punto z-€ Q le pone en correspondencia un punto y € Q, y tal fun- 
ción d (y (s), que para todo z €Q 

duU ya) tex. (29) 

La fórmula (24) nos dará una representación en Q de la función 
arbitraria u (z) de C* (Q) en términos de sus valores en el contorno 
у del valor dol operador de Laplace de esta función en Q. Nos limita- 
Tomos al caso en el que Q es una bola; en este caso las funciones 
v (2) y d (y (2)) se hallan fácilmente en forma explicita. 
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Así pues, soa Q = {I È | < R), y sea, pora concretar, n> 2 la 
di 2 эй уси: E PET (3) e 
expresión. 


1 dcm 
A 


о bien, al designar d'/*7? рос 


A lR es 
La representación y = y (2), la buscaremos en la forma 


y=0()z en 


con una función а (2) por ahora incógnita. La identidad (20) so 
cumplió, si los funciones а () y 0 (y (z)) cotán ligados por la co- 
rrelaci 


lue) iPmPGG)Is- EM I-A 
о por la correlación 
(eG) — P (y (2)) La 1° + — HF (y (2)) Rm 
m2 (a, De PUN ELR 
Hagamos b(y(2)) = тт, а (а) mt (y (a) =r. En esto caso, 
so cumple Ja identidad (26). y para cualquier 7€ Q, el punto 


ии) на) hz (28) 
se encuentra fuera de 0, puesto que cuando [z[<R, |y | = 
= \х|> 

Para la esfera {ltl = Н} la normal n= ğ/ |$ | = Л, 
а consecuencia de lo cual 
1 n = 
mer) per ч) RT мде 

AA‏ د 
De un modo análogo se calcula 2 (14y (3) — EN). Por esto,‏ 
valiéndonos de (26). resulta para |‏ 

nnn — 
A (тет) wetter) 
fl om 
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De este modo, si u (2) Є Сї (lz | & А), para todo punto z, 
la | < R, será válida la igualdad 


(= Pa(z, Du()dS;— | Ga(z, ЮЛ. (80) 
=; Le 
donde 

Palo 0= E. [2] 


os — 0n 


De modo absolutamente igual se establece la representación (30) 
Jara el caso bidimensior es decir, cuando n = 2. En este caso la 
шаба Pn (2, t) tiene la forma (9. y 


|: 
би D) m ln Liu (2) 


Ir IET 12144, por la 
fórmula (32) cuando п > 2 y por la (32), cuando п = 5, se llama 
función de Green del primer problema de contorno (problema de 
Dirichlet) para el operador de Laplace en la bola { | z |< A). 
mus LP La función Gn (2, E) definida en el dominio {2% t, 
аА ИГЪ 1%) del espacio Raz por la fórmula (32) para п>? 
Por la fórmula (32) para n =È. es continua en este dominio y ране 
ШШ ешеш propiedades: 
а) би (s, 0) = 0 cuando |x| R, 
b) Gn (=, $) = Gn (ê, а), 
©) Gn (z, E) es armónica respecto de z y de t. 
д) cuando lal ISR se tiene: O< Gal, 0<1 (012 
—HU) para n>, y 04680, DS Para n2. 
La propiedad а) de la función Ga (z, E) se deduco directamente 
de (32) (o de (32^), cuando n = 2). 
Paro cualesquiera zy ¿os válida la igualdad | I"£—2 [E | *| zl 
i mente que 


también pertenece a dicho dominio. Adema 
ie 


la indicada igualdad 
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ж desprende чөө Y: RR Tz = 7 ТИТЛ: O J Por con- 
siguiente, la igualdad Gp (z, 2) = Ga (È, 2). La propiedad b) está 
demostrada. 

De (39) (6 de (32), cuando я — 2) proviene quo la función 
Gn (z, E) es armónica respecto a E. Dodo que la función Са (т, E) 
es simétrica (propiedad b)), cs armónica también respecto a z. La 
Propiedad e) está demostrada. 

La desigualdad derecha de la quiu d) se deduce, cuando 
n > 2, de (32). Para demostrar la desigualdad derecha de la misma 
рези, ошм nm 2, indiquen que чиде E |< A, 
31<Й|2@! IE—R' zi 1213 р= | – Rl oz) 
SITUA F R< 2R Por tanto, cuando |z| <A 


II 0 tn pp + y consecuentemento 
1 2 
[E dd 
LÀ E ti 
Тт !"тл лет © 9 kr 
Ahora, demostromos las desigualdades izquierdas de la piedad 
4). Soa primero z - 0. Según dice la propiedad D), Cy (0, Y = 
= On (ê, 0), por lo que Cn (0, 0) 5 (Tyr — ете) 20 cundo 


n>2y n= In >, cuando ne 2. 

Ahura tomemos un punto arbitrario 3°, 0 < | z *] < R, y una bola 

E 2 |< e) de radio e, O < e < R — | 2° |, ubicada on otra 

ТЕТ A). De acuerdo con las propiedades a) у b), Gn (2s 

Bed para TE J= A. Cuando ees мйне pequeño, en a ctra 
аа 


>0 рма п>? 


sept nene 
X» 

ae (18 1808—00) >0 cuando n2. 

Por allo, en virtud del principio de máximo, una función Са (2*, E), 


armónica respecto de E es mayor que 0 en el dominio (|t [ < А) 
NS 29 | <e). Ya que el número e > 0 puede elegirse arbitra 
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erda en 2). El lema está ч 
La representación integral (30) se ha obtenido suponiendo que la 
función и (z) € С (| | < R). El lema 5 permite obtener sia Торе 
sentación con menores exigencias a la función u. 
LEMA û. D aped que la función и (2) ЄС(] 
Entonces, para todo punto z, | z | < R, es válida 
ripe de ia bola 
unos números tales que |2° | < pa <P 
ECH | а! <p). en vista de (30) para todo 
cular, рата т = т, tenemos 


«Gu | Ра Во азу (0,009, DARA (83) 
ds ur 
En la integral de (33) por la esfera ( | E | = p}, hagamos un cambio 


de variables t =p: 
GR" Late planes, 


|, P, (25, Du (aS 
r2 
la función Ry Р, (2°, тр/А) и (np/R) 
er ctim ad ato (Ih меа Пы 
P= Л se observa que (p/AY=" "^ mph) 
v) u (0), entonces 


lim Ni Ps Huds | Pale. Duos. (0) 
» ^ nien 
Examinemos ahora el segundo sumando del segundo miembro 


(33). Designemos con б, (2°, t) wma función igual a " 
SM TAE Y УА 


j Csi, Da Û бш, DAOR. 
ten D 

Es evidente que б, (2*, 5) — Gp (2°, E) cuando p— R, cualquio- 
та que tea Ese 2, E < Jt Además. en virtud de la propiedad d) del 
lema 5, la función С, (2*, 5) Au (E) ев mayorada por una fun 
по depende de p y es integrable en la bola {| £ | < Л}: 


[T Bee per mm a2 


Zaente pequeño, de la última desigualdad so desprende la desigual 
dad izqui lemostrado. 


18, 6^, Daub pm п=2, 
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donde M= me 14 u (z) |. Por eso, on virtud del teorema de 
Lebesgue 
lim Û G ar Basura | Gut лафа. 09 
е^ асл 


Pasando en (33) al límite para p— Л, haciendo uso de (34) y (85), 
obtendremos la igualdad (30) para Cualquier punto de la boh 
(Iz 1< R). El loma está demostrado. 
тий n 6 se desprende que la solución clásica del problema de 

irichlet 
мез, |й<н, 60 
СЕЈ 
рага la función y continua en la esfera {| z | == R) y para Indum 
sión f, acotada y continua on la bola (12 | < Л), se representa (si es 
que oxiste) en la forma 


u(z)= | Pale Brasi- T Сиба, HIE 6 
jn jan 

Soñalomos que estas condiciones (como lo demuestra el ejemplo 
citado más arriba) no garantizan la йа do la solución clásica, 

"Еп virtud del teorema 10, para la existencia do la solución clós- 
са del problema (30) ов suficiente exigir quo / (2) € C' (| z | < А). 
Do este modo, del teorema (10) y el lema 6 so deduco la sigulonte 


SUECO y pe) ECU zl = R 
entonces la solución Auri oblana de Dirichlet (86) esiste y N 
Fepresenia en la forma (6D), 

OBSERVACIÓN. [^ Q un dominio simplemente conexo del plano 
(гу, Y ма Pda mE dza т =, ir una funció, 
analitica en Q y continuamente diferenciable (respecto de =, 2j 
en 0, que realiza la representación biunívoca del dominio Q en «l 
círculo {]3 |< А) de radio А (А = AI 

Designemos рог ш (2) = ш (z,, т) la solución іса del proble- 


ma de Dirichlet 
du =0, 2Е0, (8 
teleco = (2), 


donde q (à € С (00), y рог w' (€) = u (si єр, la solución clásico 
daas де baie" 


Aw-0 \г|<в, 
ulema 62. 


donde 
PE) = 9X. G9) (a (0) m2 :Є 0). 
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Según el teorema 12, 
1o A ar 

TNA 
эҥ} Ê 


Del teorema de unicidad de la solución clásica del problema de 
Dirichlet (teorema 9) фен б 
m u (Р. (2) = u (2). Por ello, la solución del problema (38) 
ene por expresión 


some] ТЕСШ!” Olea 


=} штен ARE Ot 


4, Funciones armónicas en dominios no acotados. Sea Q un 
dominio no acotado del espocio R, y supongamos'que su complemen- 
Хо Ra ND contiene por lo menos un punto interior; dispongamos en 
éste 61 origen do coordenadas. 

Examinemos una representación biunívoca 


ш) 


zur (0) 


del dominio Ras (0) de sí mismo. Esto representación so llama 
transformación de inversión (respecto de la esfera {| x | = 1), do 1 
cual ya hicimos uso en el ponto anterior. Realizándose la roptesen 
ción (39), la esfera (| æ | = 1) se transforma en sí misma, ol dominio 
DS a lide representa enel dominio { dl | y, vicovor- 


«1 dominio (| z | > 1) se represen 1 dominio (0 < | x | < 
IG). Es evidente, quo una representación inversa a (30), tino la 
forma 


es decir, también es una transformación de inversión. 

Como resultado de la transformación de inversión el dominio Q 
pasa а un dominio acotado Q”. Indiquemos que el origen de corde- 
adas es un punto límite de Q”. Cuando д0 no cs acotada, el origen 
de coordenadas será también un punto límite dol conjunto O’. Si, 
п cambio, д0 es acotada, es decir, si Q os la exterioridad de algún 
conjunto acotado, el origen de coordenadas será un punto límite aje- 
lado del dominio Q’ y, consecuentemente, punto, interior del conjun- 
оф. 
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Sen dado en el dominio Q una función u (2). La función u’ (2), 
definida en el dominio Q' por la ecuación 


e rw). (49) 
ве denomina transformación de Kelvin de la función u. 
Do las fórmulas (39) y (40) se desprende que 


vie en 
versa a (40) es también transformación 


өз docir, una transformaci 
de Kelvin. 

Lits T. SL la función и (2) es armónica en el dominio Q, la función 
ul (2) es armónica en el dominio ©. 

Son Q un subdominio arbitrario cetrictamente interior del domi- 
nio Q^, y sea 0, la preimagen del 
Че inversión. Entonces, el dominio Q, es un sabdor 
tamente interior del dominio Q. Como la función и es armónica en Q, 
y pertenece a C? (Q,), en virtud de la fórmula (9), para todo x de Qi 


«t= | [fien t (A) es 
donis 
el. r9 ecl 


son funciones continuas en 00, (pora concretar, consideramos 
ol caso n>2; cuando n2, los razonamientos son los mismos), 
Por ello, en virtud de (40), para todo z'€Q, 


[pr 
е: 


HOR (ке =” (42) 


Do la afirmación e) del lema 5 del párrafo anterior se deduce 
quo la función iz Py + у, por consiguiento, la fun- 
э ерл] X. E 
site ilire jirat 
para ттр 
Do ste modo, la función Integrando en (42) y todas sus derivadas 


respecto de # son continuas en totalidad de las variables E, 2' 
y armónicas respecto de z^, para E 600, y z' Є@' (la condición 


TÊT 600, es equivalente a la condición # 690). 


ш 


) son armónicas respecto de ¥, 
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Por lo tanto, para todo punto # € Q; la igualdad (42) se puede 
derivar respecto а z' bajo el signo de la integral cualquier número de 
Voces, siendo en esto caso Au” = 0, Ya que Q; es arbitrario, el lema 


мейл demostrado. 
"Así pues, la investigación de las funciones armónicas en un domi- 
tado cuyo complemento tiene puntos interiores se ha redu- 
cido, mediante el loma 7, a la exploración de funciones armónicos 
AER AS 
Supongamos quo cl complemento f, lominio 0 do Ri es 
votado: Ta Тама arial v (e) dada ce el domo d, v Diu 
regular en la infinidad, si para | | —> eo u (x) = o (1) cuando n > 2, 
y ul) =o (n lz |) cuando n= 2. 

Supongamos que el complemento del dominio Q tiene puntos into- 
riores (ontre ellos, como antes, el origen de coordenadas). Como resul- 
ado de la transformación de inversión (39), el dominio Q se conver- 
tirá en el dominio acotado @/, que contiene vn punto limito aislado. 
el origen de coordenadas. Si wma función armónica, dada en el 
dominio Q. es regular en la infinidad, entonces en virtud do (40), 
Jn Sranstormación de Kelvin ш (2) d esa función os, pura # -> Û, 
ofl ¥” 1) cuando п >2 y o (In | z^ |) cuando п = 2, es decir, 
204 (E) т ө (U (e) donde U es la solución fundamental de 
la ecuación de Laplace. En este caso, según cl teorema sobre la eli- 
minación de la singularidad, existe lim ш (2) = A, y la fun- 


xj 
ción u (2), delinida complementariamenie en el origen de coordon 
des por el valor de А (comservemos para ella la designación anterior 
ш! (^), es armónica en el dominio Q; = QU (0). 

(BU qe modo queda demostrada la siguien стаса, 

Lema ө. Supongamos que la función u (=) es armónica en el dominio 
ло acotado Q (cuyo complemento es acotado y contiene puntos interiores) 
y regular en la infinidad. Entonces, su transformación de Kelvin es 
armónica en 

Conforme al teorema. 5, la función u’ (z^) es analítica respecto 
a x en O U (0). Por ello, en particular, existe wn número у tal 
que la función u (2) se desarrolla en la bola (12 | < Aa} en una 
serie de Taylor absolutamente (y uniformemente) convergen 
con todas las derivadas) 


vene X ast 


donde Aa = Д De u' (0), А, = A. Pero, on este caso, en vista de (10) 
y (41). pora todo z, | z |> 1R, 
MP уы пз 


B (43) 
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con la particularidad de que la serio del segundo miembro de esta 
igualdad converge, para |z | > 1/R,, absoluta е uniformemente 
jonto con todas sus derivadas. 


Designemos con 7 (2) la función e es — decir, 


ee 
т) = X Aer Para [|> H/F. Dodo que para cue 


E 
quier «= (an +++) D'un D^ e EAT (2), y como | DT js 


< TT + donde Ca es una constante positiva, entonces pre 
todo z, | z| >1/Ra, 
РА с 
т-та] те 


«erts je e 
[vu aerae je t, 


Las afirmaciones sobre el comportamiento (cundo los valores 
| | son grandes) de la función и (z), armónica en el dominio Q 
y regular en la infinidad, establecidas ahora mismo para el caso en 
que el complomonto del dominio Q es acotado y contiene puntos inte- 
riores, son válidas siempre, si el complemento del dominio 0 os 
acotado (en particular, 0 puede coincidir con todo el espacio Hn). 
En electo, ya que nos interesan los valores de u (x) sólo cuando los 
valores |z [вов suficientemente grandes, puede considorarso dada sólo 
en el dominio Q, = {| z |> R, }, que es, cuando A, so toma suficien- 
tomente grande, un subdominio del dominio Q. Pero, Q, es un com- 
plemento del conjunto (| | < &) en el cual el origin de coordena- 

las os un punto interior. 

De esta manera queda demostrado el siguiente 

Tronu 1з. Supongamos que el complemento del dominio Q es 
acotado. Entonces, para toda función u (2), armávica en Q y regular en. 
Па infinidad, ezisle una constante R > 0 tal que para todo т, || > 
> В, la función и (2) se desarrolla en la serie (43) alsolla e uniforma 
mente convergente junto con todas las derivadas y, además, tengan lugar 
las desigualdades (64). 

Dol teorama (13) se deduce, en particular, que si la función u (z), 
armónica en el dominio dimensional, n > 2, Q (que es la exterio 
dad de un conjunto acotado), decrece en la infinidad, su decreci- 
miento no es más débil que el de la solución fondamental dela ecuación 
do Laplace y, además, existe un límite de la función u (2) | z [* 
para |z |> ©. Si n = 2, la función u (z). armónica сп Q, creciente 


En particular, 
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өп realid 


menos fuertemente que la solución fundamental, 
tada y existe para ella un límite para | z |> 
Onselvación, Si el complemento del dominio Q es no acotado, 
entonces para una función armónica en @ а (3) que satisfaco Ja c 
ic 


u()eo(i) pre |z|-- 260 para n>? 


o bien 
и) = оа 120) pra 121-9, 20 para n=2 


las afirmaciones del teorema 13, en general, no tienen lugar. Рог 
ejemplo, cuando п > 2, la función arg (2, + za), armónica у acota- 
do omal dominio Re (ey 70, s > б), moto ite para rinm: 
Supongamos que ln función и (z) es armónica en todo ol espacio Rn. 
Piromos que u (2) es semiacotada, si es acotada por abajo o por 
do, i para todo z € R, con una constante Af se cumple 
desigualdad u (5) > AF o la. desigonldsd u (2) < M. reci 
Er 
n TEOREMA 14. Una función semiacotada armónica en Ra, es cons- 
ante 
Está claro que ш 


función — u (s) es acotada por abajo, al 
u (2) os acotada por arriba. Por eso, para demostrar ol teorema hasta 
considerar sólo el caso u (2) > Af en Rn, Entonces, para Ja función 
v(z) armónica en Ra, v(z) = u (а) — M 2-0 en Zn. El teorema 
i demostrado, si establecemos que p (2) = consi 
Elijamos un punto arbitrario 2° € Ra y una bola (1z |< R} 
de radio R>} 2° |. Puesto que el problema de Dirichlet IX] 
ecuación de Laplace еп la bola (12 | < R ) con una función limi- 
lo v irixjem admite una solución elásica única, entonces para 
todo z iz e Hs 


vía 


CSS 
rr 


donde Py (z, E) es el núcleo de Poisson del problema de Dirichlet 
[г le scuación de Laplace en Ja bola (| z |«aft) (fórmula (31). 
particular, cuando z = z*, tenemos 


(a f Рибе, Dv (as, HARE | Esas. 


Ya que рага JẸ |= R 
RIP SIF —&рсн +1, 
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se Пепе (recordemos que la función о (8) >0 


A os ЫЫТ <a 
ula 


as, MELO Ren 
IO A c 


о, en virtud del primer teorema en la media, 


deese om ect ih e 
us ر‎ > > ESI (0). 


Pasando on esta igualdad al límite para /t + co, obtenemos 
w(t) = 000), Por ser з? un punto arbitrario, v (z) = const. El 
Voorema queda demostrado. 

Фото. St una función w (s) armónica en Пу satisface, para todo 
z CR, la desigualdad |u (2) | < C (1 + | z I}, donde C es una 
constante y k, un número entero no negativo, entonces u (2) es un polino- 
mio de grado no superior а k. 

Cuando k sm 0, csta afirmación es evidente en el teorema (14). 
Sea k > 0. Tomemos un número arbitrario А > 1. En vista del le- 
ma 3, p. 2, para cualquier ос = (а... в), Га | = ky 


м Оти (c) mex tne 
«ce ($) 14288 < ce ($) GR e c Ota. 


Do esta desigualdad se deduce que а función Du, armónica on 
Ry, ев acotada en Ry, cualquiera que sea a, |a. | == К. Conformo al 
teorema 14, las funciones Dow, | а | = k, son constantes en Jt. Por 
tanto, и (z) os un polinomio de grado no superior a k. La afirmación 
queda demostrada. 

“Anteriormente hemos establecido algunas propiedades do las fun- 
ciones armónicas en los dominios no acotados. En particular, fue 
mostrado que ol estudio de la función armónico en el dominio no 
acotado (cuyo complemento contiene puntos interiores) puede ser 
Teducido, medianto la transformación de Kelvin, al de la función 
armónica еп el dominio acotado. 

Examinemos ahora problemas de contorno para la ecuación de 
Laplace en dominios no acotados. Sefalemos ante todo que en este 
aso las condiciones habituales (las que so han considerado en el 
"dominio acotado) impuestas en la solución son insuficientes рага 
“unicidad. Por ejemplo, todas las funciones c In r, e (1% — 77^) cos 
19, c (P — r7) sen KO, k = 1, 2, . .... donde е es una constante 
arbitraria, 2, = г сов, z, = г sen Ө, son armónicas en el dominio 
{r >1)< An continuas en la adherencia de éste y se anulan en d 
contorno (r == 1). Por eso resulta natural incluir en la definición de 
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la solución una condición adicional que caracterice el comportamien- 
o do la solución on la infinidad. 

Sea el dominio @ = R.N U Qu donde Qu !=1,.., N, 
son dominios acotados con contornos disjuntos. 

La función u (s) de C* (Q) se llama solución (clásica) del problema 
de Ноа pre М мек de Laplace en e dominio Q^ 

Au=0, 260 
ub. 

si os armónica en Q, continual 
en (46) y es regular en la infin 

La función u (2) de C* (Q) se llama solución (clásica) del tercer 
problema de contorno para la ecuación de Laplace en Q: 


20. 


(40) 
n Q, satisface la condición limito 


si es armónica en Q. con 
condición límite en (47) y es regular en la infin 

Cuando о = 0, el tercer problema de contorno se denomina 
segundo problema de contorno o problema de Neumann. 

Designemos eva Q^ un dominio acotado que para la transforma- 
ción de inversión es la imagen del dominio Q (el origen de coordena- 
dan e un punto interior del complemento de O). 

Supongamos que и (z) es la solución dol problema (46). Del lema 8 
so desprende que la funcion u’ (¥) que es ln transformación de Kel- 
vin de la función ш (2) (definida complementariamento sogûn la con- 
tinuidad en el origen de coordenadas 


car (2), donde e (9) Ter e (E 
ul (2) esla solución clásica dol problema de Dirichlet para la ocua- 
«ió do Laplace en ol dominio (acotado) O; con una función limite 
q (т). 

Y a la inversa, si u' (z^) es la solución clásica del problema de 
Dirichlot para la ecuación de Laplace on el dominio Q; con una fon- 
ción limite ф' (27), entonces u (z), que es la transformación de Kelvin 
и' (z^), es armi en Q, continua en Q, satisface la condición 
límite u | ao = q, y, como es obvio, es regular en la infinidad, es. 
decir, ш (x) es la solución clásica del problema (46). 

Par ello, de los teoremas do existencia y unicidad do la solución 
clásica del problema de Dirichlet ou el dominio acotado (toorema 9 
y 10) se desprende. 
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токм 15. Para cualquier función límite continua Ф eziste la 
única solución clásica del problema de Dirichlet (46). 

El estudio del tercer problema de contorno cn el dominio no nco- 
tado Q se reduce también, mediante la transformación de Kelvin, 
al del tercor problema de contorno on el dominio acotado y. Limité 
monos а la demostración del teorema de unicidad. 

uoneaa iw. El tercer problema de contorno para la ecuación de 
Laplace en el dominio Q para о (2) >0, o (z) s& 0, no puede tener 
más que una solución. 

"HE segundo problema de contorno para la ecuación de Laplace en el 
dominio Q, cuando n > 2, no puede tener más que una solución; sl 
n = 2, la solución (sl existe) se determina con precisión hasta un suman- 
de constante. 

Supongamos que el tercero (segundo) problema de contorno admito 
dos soluciones, ш (2) y us (z). Entonces, la función u (2) == u (s) — 
и, (2) ез armónica en Q, continuamente diferenciable en Q, satisface 
la condición Mme (sm), =0 y os regular en la 
infinidad. Tomemos wn número Я © 0 tan grande que ol dominio 

Та |> Л} esté contenido en Q y aprovcchomos en el dominio 
n = 0N (l= 1< R} la їбгшшв de Green 


oe future — | pupart f ruin 
д % E 


реа forast j us. 
} 5 


mian 


Do resultas tenemos la igualdad 
[vetns fwase { xus. (48) 

n mn 
En virê dd шеша 13 elon =0 (gr) y Ely = 


=O (qr) eundo n>2 у |, = 0(3), cando n = 2. 
Por esto, 


$ aso (gir) para n>2 
“к 


f feues=0 (4) mara n=2 
2 
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Pasando on la igualdad (48) al limite para Ate co, obtenemos 
тарас f outas =0. 
i а 


Puesto que о >O, esta igualdad es equivalente а otras dos 
[ireo у dee (49) 


De la primera igualdad en (49) se desprende que u ex c, = const 
еп 0, Si n > 2, en vista de la regularidad de la función и (z) en la 
infinidad e, = 0, es decir, ш = us en Q. 

Si п = y тш) > 0, 012) sk 0 (шген problema de contorno), 
la igualdad e, = 0 ве infiere de la segunda correlación en (49). 

Жа меп = 2 y о (2) am O (pogendo problema de contem), la 
función и (z) mu cs, donde la constante су e arbitrario ез una función 
armónica regular en Q quo satisface Ja Condición límite homogénea 


E 
|, = 0. El teorema queda demostrado. 


PROBLEMAS DEL CAPITULO 1V 

1. мое que la función (2) qué pertenece a Ly oe (Q) y зимге para 
чы ve ё= (D) la ема | und = O, on armónica on Q. 

2. Ий el complemento al conjunto de funciones de Ly (Q), armónicas 
лут » 

3, Supongamos que u £ Mhe (TÉ O) y 30 € Ch. отыш quo si 
du Cha UO, tont «ЕЛУ Qo 


4. Sen д0 € C*. En ol conjunto de todas [as funciones u (s) de C* (0) N C (O), 
para Jas cuales Au (r) € Za (Q). зе ha Introducido el producto escalar | Au x 


X ATadz, Hállese al complemento де este conjunto según la norma engendrado 
gor dicho producto escalar. ies Mars e. 

5. Supengamos que el contorno ¿Q del dominio Q pertenece CA. Domudstren- 
ж las siguientes alirmacionos. 


"n el espacio de Hier ГУ (Q) ж pueden Introducir producto escalares 
equivalentes а un producto ordinario 


ES | 
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a Y 
e MIRI 
и.» mientras que м, y A, son la sésima función propia 
fie Te corresponde, del problema de Dirichlet para el operador 


raati Diso pora k pares 
Wh, AE gy ii, йш Para k imparo 


LL IP н 


donde Ja = Û, мёд. mientras que ы, y 3, ton una función propia y el valor 
кәне que сатане, dl problema de Koumann para al parador do Lapis 


0, Supongamos que a (JECT y ма que para cualquier punto 2€ 
ut TS Пы AA КЧ 


yla | «Das, ммте qula foin «(o os тайаке. 
б 

7. Supongamos que la función ы (s) € C! (Q) y sea que para cualquier e«fo- 

pbi oa | t etae que ac летаа 


imer problema de contorno 
перо multiplicidad 1 y le 


ue e Ten a loque parido 


ортамыз на 
NOE ба шаш 
IR 


beca ie spen 
propias de comes problema de сомо para el operador de Laplaco en © 
пот Ot Se AO) ie (a let Ышш» valoros морг dol prier ples 
ES aronet 
prp He i lige 
xc pr e E 
mala on sic eir de L esas Тил ei la 
pp Ue eu ori 
LEE ta ds funció i y aye tata 
en ¿Qu | sg = Ф € L (òQ). De este modo, en 7, (д0) está dado el operador A 
que pone a cada función Y € La (20) en correspondencia una función y € 


AR a igiene aimes 


PROBLEMAS DEL CAPITULO 17 zr 


3) Los valores propios dy, kr 1,2, 
митре 
espacio La (00). 

b) Existe la solución generalizada шу (s) del problema de Dirichlet para la 
eguación de Laplace en Q con vna función limite УМ е, k =1, 2... EL 
Ра АСга ЕАД 


producto escalar Í Vu, Vi, compuesto de todas las funciones, armónicas en 0, 


— 
orla ons fasa ortonormal da 


de Л (O), cuyas trazas en 00 pertenecen a Z, (3); 
9 Para toda función y € L, (AQ, la serie DJ iV Fam (sh dondo ya = 
dbz аан» en Д1 (Q) y representa sl uan solución parado 


E dE сйс 
"Б ln función y € J, (00). Para que exista una solución generali 
A ede eremi 


limite, es necesario y suficiente que conver la serie ГГ, Jondo 


dicio odios Bast sn asa 
gi 


s ee valores propios y las funciones propias del operador A ouan 
ч адын ыи circulo РР V] (cuo Malimenaional. Y muéstco quo la 
йада dy del problema en сыеша coincide e osto coso con la condición 


ena ҮН 
vo loción / (e) que өн dada en el contorno (r = 4) dol 


ved 
PET doe aera PE EE 
FEEDER EE сүү 
E 
Та Tuman. 

Una función u (z) de Се (0) N Ct (0) que satisface la ecuación. 


auch 260 o 


E. a 
se llama solución clásica del problema de Dirichlet para la ecuación Веи = f 


en el dominio Q. Una fezeión » (z) de C* (дуп, C* @) queentisiace а ecuación (1) 
үс е A ON 


y los condiciones limita. 


Е 


uha=0, дара o 


at Mama solución ellen del problema do Riquier para la ecuación Atu = [n 
el dominio Q. ы t 
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Sen una función |. Una función u sd (Q) y satis 
caco on función 4 € L (O) que pertenece a ЇР (0) y 


fuer IL a 


ra toda v € Ji (0), la llamaremos solución generalizada del problema de 
Dirichlet (4), (2). Una función u que pertenece a H3» (Q) y satisface la identidad 
Integral (4) para toda v € 1 (Q), la Hamareraos solución generalizada de Riquier 


зы рест. бенц ds setos seme 
S soluciones clásicas с. өю de los 
a ed ale & ent 
^ v (5. O ex 
Sero ша из radi AQ (121 < д}. Dedgnemor por S una mn 
"м ГЕЛ) ПА > 0), y por Sy, una semiestora (| item) (а, < 0). 


La función u (2) que. sl espacio С* (0) N C (0 U SONC @ y ше 
Ja fupción u a) que jectesen al espacio C (0) N1 C (0 U SNC ya 


m 
y también la condición limito 


žhe 


һозєФ e 


нак, 


XO Оор 
solve he 
ARS 


каша i f le fue ЄЙ (que mos 
i Sudre — | Far 
" a 
par ing v emu. 
оіан toda / € La (Q) la solución generalizada dl 
Ку [Io ro O ed 
ois Батаа дова! acotado con un sonarno 1 £ C 


1n 1 DT a ran vector dado en 0, deo vere continent 
лыы e EC 


ue m EQ. La función u (2) que pertenece а СОП OO) 
Fratitaco la ocuo 
A [] 


y, además, la condición limite 
E 
E o 


se Mama solución clásica el problema con derivada inclinada (7), (8). 


LITERATURA ADICIONAL PARA EL CA? 


Designemos con А (т) una función, perteneciente а С? (0), cuyo valor en el 
крш үө Te poo) Sila кена Одо del peli 
S ЫЛА (0) qu susce Та donada ° Р 


| енда} Alo. каа 
+f Aus m Ata Farm рае 
4 


PETS 
оит s еце afirmaciones 
be АД Кут 
o) 


}) SL ш) c comal, para toa, 
de del pollo (5, (0 тиз solución do 
55 0 I Tuncón а. 
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ЖҮ. tay 
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E cap. rv. ECUACIONES. ELPFICAS 


N. N. Ома, Ecnaciones lineales del tipo olip- 


ы 
CERA 
DP rr допты parrini di tipo аце Berlin, 19. 
pen E ды; бретон sobre "ecuaciones ea derivadas parciales 

VIE Set See el comportamiento asiático de las soluciones de vu 
көй айдашса oca lier de ia Uned de Tao 1098 а 


Жө máis, 


CAPITULO ү. ECUACIONES HIPERBOLICAS. 


este capítulo estudiaremos el problema de Cauchy y los pro- 
blemas mixtos para una cewación hiperbólica del tipo 


ши — div (k (а) Vu (z, 0) + a (z) u (z, Û = f (2, 0). 
Aqui, (rf) zesesere) es un ponto dol espacio. (0-4). 
dimensional Ha. ZER, (Єй, 2) 


y diva (a, Dio юу. D) e so Az, t) 
тани к entender div vois t) Ep 


en considerar los datos de los problemas como f 
reales y examinemos sólo aquellus soluciones de los problemas citados. 
Que posean valores reales. Con este motivo, por H^ y C', km 
quide «se entenderemos, en 1o sucesivo, espacios reales correspon- 
dientes. 


¡ciones de valores 


3 1. Propiedades. de las soluciones 
de la ecuación de onda. Problema 
de Cauchy para la ecuación de onda 


1. Propiedades de las soluciones de la ecuación de onda, Еха- 
minomos una ecuación de onda 


Cur h= us — ди жаш, 


TA a 
Ja cual es la ecuación hiperbólica de segundo orden más sencilla. 

Hollomos, ante todo, algunas soluciones especiales do la ecuación 
do onda homogénea (C) и = 0), que dependen sólo de | |. 
Una función o (x, t) = w (| а 1), que para |z | € 0 es Ја solución 


do la ecuación de onda homogénco, satisface Ja ecuación diferencial 
ordinaria 


8л) O, 


La solución general de esta ecuación en cada uno de los intervalos 
(00, — 1), (=f, +1), (+1, +o) se prefija por la fórmula 


эйе 


dics 
100 
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dondo e, y e, son constantes arbitrarias. Do aquí, on particular, obte- 
memos que para 0< | z | < — f, (z= t/ |z | — 1) la función 
v (z, f) adquiere la forma 


ooo illes әшнә, 
O УЕН +e, cundo n2, 
vie tme dion cuando nu, 
ete. 
PR Designemos por Ky, r n uo cono (zx | <t LOA 
«C C) de altura» £ — P y vértice en el punto (z', t"); mediante 


кєт 


mediante Dy. y, үз una base del cono (| 
©}; medians Sy w, cx el contorno de la baso, es 
абон, ja ostora (ie —2 [== tef). 

Soan: (î, £) un punto de Rasa, К, el cono 

Kaom PD m De, о, m 

la base do esto cono (véase fig. 2). Mostramos que si una 
función u (z, 9 es suficientemente suave en K U D, su valor en 
wn punto arbitrario (z, f) del cono К se determina en cl cono 
Zo... m on térmicos de C] u, y enla baso де este último Dz, i. m 
an tárminos de u у ш 
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Examinemos primero el caso de tres variables espaciales, n = 3. 
Admitamos que u (z, t) ЄС? (К) nC (K U D) y Cu €C (È LID). 
Soa (E, т) un punto arbitrario de Æ, y sea є un número arbitrario 
positivo menor que т — 1, 0< e< r — f. 


Designemos соп К, un dominio {e < |z — Ẹ | < t — t P< 
EI sio en К. Dividamos el contorno de К, em 
ee partes: Tom (lz Eleron фт eh Dim 


I ША н a OS 
Hee) 
Elijamos una solución especial de la ecuación де onda homogénea 


que depende sólo de 


EA o 


Ya que los funciones u (я, 0) y v(z— t, £—1) pertenecen 
a C (Ko, tendremos en К, 


*би-ипә-—Ж% 


АРЕСТА 


Integrando esta igualdad en K y teniendo en cuenta que Cv == 0 
en Ke, en virtud de la fórmula de Ostrogradski obtendremos 


Jovia L [7X es omne Qr) n] dS = 
Д тайм, з 
ipi. (8) 
dondo n = (пу, ль, лу, т) es vector unitario de la normal exterior 
а OK, y Ira Io Г, son las integrales extendidas э Tes De, Ye- 
Examinomos În integral extendida a T. De (2) se desprende que 
vir ™ 0. Además, puesto que 


мот. nuin. [7] 
y lo normal а n ner (ЕЙ. E) 
з 


ZÈ, 1), entonces У (s 


ЖҮН Щ 
ы, 


yr em. ет 


i 
-r= 
Por consiguiente, 


ме} Гм нт) +o Xn Jas =0. & 
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Como en D, la normal л (0, 0, 0, —1), entonces, en vista de 
0y4 
A 

elit m 


Puesto que las funciones. б) (z, f) contim 
O is D pe tee pus 


"m 
Bem- {таре 
^ 


+ | (Ef uerda. 0 


несе 


En la superficie ya la normal n= (25%, 0) = (25,0). Por 
lo tanto, teniendo on cuenta (4), ablenemos ( ) 
nce poEese[a | deuas 
te # зей 

ja | же jT ia [re 

КА 
Puesto que para [2—1] ө, c — e, tienen lugar las 
desigualdades [Elo y lu(=.1)—u(b, t) «Me, donde M os una 


costanto (M = max | Vu), entonces 
ON 


|| Hasan 


иа. 045,|< 


< | Ie. hut 0148, алем. 
tele 
Por ello, existe el límite para la integral Гыргга ¿== 0 y 
im 1,,= 4x | (— dut. dt, m 
E 
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Pasando en (3) al limite para — 0, en vista de (9, (0) y (2) 
ор ا و و‎ 


del (dull. pd 


NC 
y 


m каке 
Hr +!) Oula, taz. 
Ya E (r+) 


Dorivemos esta igualdad respecto a t: 


tot mom f uas 
“тї 


misma سے‎ PRI 
ar | ae i UH dr, 
^ а ales 


de donde 
ala Í Sues mas.) 


M zs 4 Uem 


- р Serpan 


mie 
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para cualquier punto (z, ) del cono Ki», « s tiene lugar la sigui 
formula de Kia: A 


ve = (axi “@ as.) + 


Du 


uma fr | senti) ass, 


Ao | ems) 


жо} «eet eds, + 
p 


ut i (Vu (zw (t£). 6), WAS 


“gar | Нуи лабу, 
" 


Por ollo, la fórmula de Kirchhoff se puede escribir en la forma 
LE MEAN D c 
iie 
cx j ema 

& | Ba w 
eat 

Las fórmulas (8) y (9) muestran que el valor de Ja función u en el 
punto arbitrario (z, 1) de К se expresa en К„ een. términos de 
О и, y en Îz, , ү, en términos de u y u. Indiquemos que el valor de 
la función и en el punto (z, t) € К se determina (para п = 3) por los 
valores de la función Cu no por todo el cono E. ү a sino sólo en su 
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superficie latoral Tz, s, w y por los valores do las funcionos m, uj. 
Vu no por toda la base D, s, y, sino sóloen la frontera de ésta, ез 
decir, en la esfera Sx, e. En particular, si para un punto (z, 1) € 
Є К ев que Du = Oen T's. т уш = ш = | Vu | =0 en Sy i o, 
entonces en este punto u (z, 1) = 0. 

De lo demostrado se deduce inmediatamente la validez (pora 
п = 3) del siguiente teorema en el cual se afirma que la solución 
ı de Ia ecuación (1) se determina unívocamento en el сово Ks, + = 
= К por los valores de u y ш en la base Dw, y, o = D do este cono, 

кота v Supongamos gue ls funciones ua (=. y us, D pere: 
теп а C (K) N С' (KU D). Qu, = Си, en Куша P) lo = 
БЕСТ eB mca. Entonces. тти, өп К. 

Efectivamente, la función ш == шщ — шу perteneco a C? (K) N 
0 C' (KU D), Cu = Oen K y para z € D u (т, ©) = u, (2, 6) = Û, 
De (9) se desprendo que и (z, 1) ex 0 еп Æ, es decir, u, (z, 1) == us (т, !) 
en K. El teorema está demostrado. 

Una representación correspondiento, así como también la demos- 
tración del teorema 1 en el caso de un número arbitrario de variables 
espaciales, puede sor obtenida mediante el mismo procedimiento. 
Si In función u (z, © € C (К) N C (KU D), la función Ои y todas 
sus derivadas respecto а las variables espaciales hasta el orden m = 
- mx ( [5] 1, 0) son continvasen K U D, u (z, т) € Cl] ру 
y u (z, ®) ЄС" (D), entonces el valor de u (z, f) en el punto arbitra- 
Fio (z, 1) € K se exprosa en términos do la función (Ju (y de sus deri- 
vadas respecto a las variables espaciales hasta el orden m) on К, y, о 
y en términos de las funciones u y ш (y de sus derivadas hosta el 


orden [4 | y me respectivamente) en D, Por ejemplo, para n3 


Seto que en el caso de n pares, n >>, el valor do la fonción 
u en el punto (z, 1) s0 determina por os valores de la función Си 
(ydo sus derivadas respecto a las variables espacialas) en Lodo «I emo 
Lum Y por Ме valores do funciones i у by (7 da Sus derivadas 
respecto а las variables espaciales) en toda la base D, ç, (o. Si 
en cambio, el número de variables espaciales es impar, n > 3, como 
también я 3 el valor del foncln zem el punto (o, е демги 
por valores de la función [ou y por los de sus derivadas respecto a las 
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variables espaciales sólo en la superficie lateral Tz , p» del cono, 
mientras que los valores de las funciones и, ш, y de sus derivadas 
respecto a las variables espaciales determinan el volor de u sólo en el 
Фото Se e de Ja e à 

En el caso de una o dos variables espaciales las representaciones 
correspondientes y, junto con éstos, las demostraciones del teorema 4 
2 rne de Ta manara más Ше decima de la беши () 

DN 

Supongamos que la fonción и (2, t), z= (л, =), está dada en ol 
cono Ke Кә, à ө, а = (23, 23) y porteneco a C? (K) N CHK U D), 
Dm Ра, п, у, además, Си = ur yiy — tags, EC (KUD). Podo- 
es ricas ua) cute ша ancla deno vraie г, 3r, 
Xy t, que no depende de лу, dada en el cono de cuatro dimensio- 
mes Ку. speso donde zi es arbitraria; con ello u (zu, Te, NE 
ECKA sh ak t O ПС Ga sk ek ө Dae e У пи 
esc ee ЕЕ Ваа. da la re 
mula (9), pora todos los puntos portenscióntes a К, tenemos 


ar | f (hs 9) 
ob 


аш ns Eno °) + (a — a) Upa (o Ens 091451 + 


) Maa Ea азу 
e N rn Life t 


id | Pa f Det 10 шу, 
tin teg 


Ya que 
5, e а 
——— tye 
TY 
=% © 
ыле VARE E 
resulta que 


ule, d= PIR ABERAT 
1 P 
oT sait 
E haa TTF 


ife | menta w 


1 P ahea VP T 
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donde Е = (E, E). (ш, 2) y (z, f) es un punto cualquiera del 
cono К, н, y». Esta fórmula nos da una representación buscada do 
la función para el caso m = 2. 

Tndiquemos que para todo punto (z, f) del cono К 


e 
y 5:89 су Ы 
ê "T 
URS yr). 


Por esta razon la igualdad (11) se puede escribir en la formo 


ше (в | уто) 


0 
1 adum 

+ 

ж}, VA 


+E { s. i. quim on 
La ا‎ (12) se Пата fórmula de Poisson. Análogamento, cuando 


р то, JA rapresantación correspondiente se obtiene con facilidad de 
la fórmula ( 


e (on imtervalo (zt f — t, a LH 
— P). y Clu = un — ш e, € C (K U D), entonces los valores de la 
función u en un punto arbitrario (z, 4) € K se expresan por la si- 
guiente fórmula de D'Alembert: 


+ far | ооф 94, б пека, 
Cauchy para la ecuación de onda. Designemos, 
par conjuntos de puntos (z€ R., f > t), (z € Ro, 
>, (x € Rp Сї СТ), {zE Ras = PJ mediante (¢ > 1), 
(t2 5), (f 61 <F}, (t = 1%), respectivamente, y los cios 
СЦЕ), CSP) mediante. CUSA Y CU ON. 

Una función и (2, £), perteneciente а С? (t > 0) П С! (t 2-0), se 
denomina solución (clásica) del problema de Cauchy para la ecuación 
de onda en el semiespacio (t > 0), si para todo z € Ra, #2 0, olla 


(13) 
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satisface la ecuación 


Def. aa 
y, cuando £ = 0, las condiciones iniciales 
ule =0 (9), 115) 
wele =¥ (2), 


donde q, y y f son las funciones dadas. 

Tn SQQ del teorema 1 del punto anterior, la solución u (z, ) 
ан problema (14). 15) se define univocamente en cualquier cono 
Ku, a LE € Ha f > б), y, consecuentemente, en todo el semies- 
pacio (E$ Of, en términos de les funciones dadas, /, Ф y V. De oste 
nodo, tiene lugar la siguiente afirmación. 

"оман s 1 problema de Cauchy (14), (15) no puede tener más 
de une solución. 

Pasemos ala cuestión dela existencia do Ja solución del problema 
B ^ la solución u (z, £) del problema (14), (15) 

pongamos que Ia solución u (z, 1) del problema (14) (15) exi 
р» Jo? resultados obtenidos en el punto anterior se deduce qu 
FEC г > 0), entonces la solución se presents. en el coso do tres 
ана espaciales (n = 3). por la fórmula de Kirchhoff 


lar NEL xL (045i 


за Epa, <em> m 


иба 0) 


caso de dos variables espaciales (n = 2), por la fórmula de 


ek |, Thr) + 


у, on el caso de una variable espacial (n =4), por la fórmula de 
D'Alembert 5 
ue tee as 


+e f 1002 ZER. t>O (8 
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Con este motivo, la demostración de la existencia de la solu 
del problema (14), (15) se reduce a la búsqueda de condiciones bajo 
Jas cuales la: función u (z. 0, definida por una representación 
correspondiente, es la solución de este problema. 

Examinemos primero o] caso de tres variables espaciales (n = 3). 
Es válida la siguiente afirmación. 

St e € С (Ra), y € C° (R) y la función f, como también todas 
sus derivadas respecto а зу, тэ, za hasta el segundo orden, inclusive, 
son continuas en {t > O), entonces la función и, dada por la fórmula. 
de Ксю (10) es la solución del de Cauchy (14), (15); 
con ello, para todo punto (X. T) € (t >0) tiene lugar la desigualdad 


I lag, ТУРЕ, y, yt 


Tiles, 


Vales, 


A 


omsravacion. Do la fórmula (19) se deduce que si la función / 
es acotada өп (0 < t < 7), la función y es acotada en R y la fun- 
ción q ев acotada en R, junto con todas sus primeras derivadas, on- 
tos M teda a del problema (14), (15) es acotada on (0 <t < 
<T) y 


А 
+r ип su 
чевари region T epit T p 


Examínomos, ante todo, la función 


DIXI E 02-0, t>, (20) 
ob 

donde g (z, 1) EC (t >0). Cuando la función g no depende del 

priis tg a; ©) = eo) бевте 1 tanción ш, (o, t) 

medianto ug (2, б. 

Vt +. SL la función g (=, ч) y todas sue derivadas respecto a зу. 
зь, з, hasta el k-ésimo orden inclusivo, k = 0, 1 . . ., pertenecen à 
Tt > O), entonces la función u (2, t, v) y todas sus derivadas res. 
pecto а г, 2, En £ hasta el ésimo orden inclusive son continuas en el 
Conjunto (z € Ro. £ >0, x >0). Cuando k >2, la función uy (z, 
1 el, Para cualquier < > 0, satisface en (t > 0) la ecuación C) t = 
= Ûy las condiciones us | 


ON чө = gas 1). 
La primera afirmación del lema se deduce де la igualdad 


{ кє. + nass. [y 
PA 


D 
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Dp (89 00 dedere también qué my be = O. Pio que pura 


[IAN e2» 
entonces Au, | =, 
Derivando (21) respecto a t, obtenemos 


-t | git, d$, 
А 


(табъ em ah vds, (28) 


de dondo 
» 
meu | eed menm. 
EM 


Puesto que. 


deo] (rim ends. 
Tn 


hp ЧЛ зш | شید‎ 
"a „м 


LES i ма n) dte It 
Я 


dondo Fiz, 1. f Ag (t. 1) dt, entonces (23) so puede repre 
her 


sentar en la forma 
LOI 
Met 


n TER NI 
TARTA 
e үү. 
(аг) аг 
Hr | Gn 
9 
= | можеа, 09 
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De (24) y (22) so infiere que ugr = Aug. El lema está demostrado. 

mo el segundo sumando en el segundo miembro de (16) es 
ue (z, 1), entonces en virtud del lema 1 (y € C* (Ry), perteneco a 
C? (t'> бу, es la solución de la ecuación de onda homogénea y satis- 
face las condiciones iniciales 


pl 


EX poser sonando en el cade mimo de (10) vo 232 


Puesto que q € C (t), la función LE Є СМ 2б) es ln solución do 
la ecuación de onda homogénea 


обаа) онто 
y satisface las condiciones iniciales. 


Desi 
do (10) у tm 


e F 
dormémoslo de la manero siguiente: 


{ж 
RS 
mis p ees 


lata, Eram) ar [eas 


dondo С (z, t, т) = ш, (z, t — т, т). En vista del lema 4, la fun- 
ción G (z, 1, 1) у todas sus derivadas respecto a zy, ту т f hasta el 
segundo orden inclusive son continuas en el conjunto (z € Ra £> 
D0, 0 Ст & t) y para cualquier т >0 

би—Аб@=0 cuando t>r, 
‚ бм fie, ©. 
Entonces, la función F (z, t) = È G (s, t x) de es continua en 


{t > 0) junto con la primera derivada respocio a t, y todas las dert- 
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vadas respocto û ¥, л, т hasta el segundo orden inclusive, Y como 

p бе+| бш, ver] бв, de, 
entonces, FECERO. Admis, 


аға, 0) = | Аба, t, d 


Fu=G f eats С [se „Dar. 


Por consiguiente, la función Р (z, £) sotisface la ecuación CIF = f 
у las condiciones iniciales homogéneas Р |, = 0, Fi lia = 0. 
So ha demostrado, pues, que la función 


utra 


us D+ Fur tts dee 


dada por la fórmula (16), es le solución del problema (14), (15). 


Demostromos ahora la desigual 
arbitrario del semiespacio (t > 0). 
(2, 1) del cono Ka, r,s ¥ todo 1 >0 


luy. t. СЕ тах (e IET max gl) (29) 
tei “фе 
Por lo tanto, 


rl, , 57, ди, urere 


(19). Sen (X, 7) wn punto 
ista de (20), para todo punto 


"ы-н, 00 


y 
[| | wem ёш asi IS 


А 
«1л, о Í (т) 0а, о 0D 
Análogamento, en sirtod de (23) 


e 
SL... о los, ot ТАВ, Lu. 08) 
La desigualdad (19) se deduce directamente de (26)—(28). 
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Soñalemos que las condiciones, impuestas s las funciones p, 
X, fpes las cuals está demostrada Ia existencia d la solución del 
Cauchy, en sentido determinado no pueden ser debili- 
"El siguiente ejemplo muestra que la condición de pertenencia 
de la función q al espacio ©’ (А) no es suficiente para que exista la 
solución del problema (14) 
Supongamos que la función $ pertenece a С? (R) y depende sólo 
de | т |, p (а) ma (| z |). Sea quo existe también la solución u (z, 1) 
del problema (14). (15) con la función citada q (2) y las funciones 
ф = y f 220. Entonces, on virtud de (10) 


pr ж. M «848. 


5). 


Soa xk 0. Puesto que para "ала puntos E do lo esfera 
(lz — Ë | = t} tene lugar la igualdad 1 = |x FF + 
EL rens 0, donde 0 es un ángulo entro los vectores 2 y E — z, 
entonces 


(18)4$, = 


o n [av TA a 


=m | (ёт) | оцу. 
"M E E 


СЯ 
u D (mer { га) = 


„Ла 
AS IS = 
A SN 


De aquí, en virtud de la continuidad de la solución, u (0, 1) = 
= ta" (0) + a (0. Y como la función u (0, 4) ЄС: ( 5:0), | 

ción æ (| т |) debe pertenecer a С? (| z | >0), lo quo, por 

по te infiere de la pertenencia de la función y al espacio C* (Ry. 
ASA 
2) € СЇ Ut) y la función f (лу, ту, 1) es continua en (2-0) Junto 
con todas las derivadas respecto a las variables z, y ту hasta el segundo 
arden inclusive, entonces la función u (л. za, £), dada por la fórmula 
de Poisson (17), es la solución del problema (14), (15). Con ello, para 
dado punto (X, T) del semispaco {t > 0) es válida la desigual (49). 
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De acuerdo con la fórmula (10), para cualquier лу 


pr e. Dds) + 


$6. 245+ 


IE tn tas, (T) 
sa 
donde S, (л, zs, 25) es una esíoro de radio p y con el centro en el 


Junto (zi, ту, ту}: а Ê" + (лү — En? + (o, — fa? = p°. Como 
Vois de debetur O facia аки mido Bele de a 


AA а шү, 
. Y ya que 


Walon, otl, n p TIS Moz, ГИА 


(Куто ез un triángulo (+ X — TT Xt 0c 
UT) y Dy e, — (X — T <x < X + T, t= 0), su base). 

En cato de habet más de tros variables espaciales (n > 3), así 
como pam п = 3, so establece que si q € CET (R), ve 


єс (RJ y la función / es continua en el conjunto (£20) 
junto con sûs derivadas respecto a з, .. ., z, hasta el [$] +1- 


ésimo orden inclusive, entonces la función и, definida por la repro- 
sentación correspondiente. es la solución del problema (14), (15). 
monn 4 Si PEC" Uh). y (2) € С“ (А) donde 
m= max ([F]—1, 0). y la función f(z, 1) es continua en 
( >0) Junto con sus derivadas respecto а з, . . ., 2, hasta el orden 
т 42 reuse, entonces la laci u (z, Ў del problema (1), (19) 
riste. Con ello, para cualquier punto (X. T) del semiespacio ( > 0 
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so efectúa la desigualdad 
Velez, p RS 


LI, Lu 
con la constante C que sólo depende de Т. 
cy pee Pm 
Poisson (cuando n = 2) y de la representación correspondiente (eut 
do cualquier n par es mayor que 2) se deduce que el valor de la slu- 
ción del problema de Cauchy (14), (15) en el punto (z, 1). £> 0, 
dopende de los valores de la función f (y de los valores de las deriva: 
"dus de ésta respecto riables espaciales, cuando n > 2) por 
todo el cono Ё, i jién de los valoros do funciones 
инш q y y (y delos de sus derivada) por toda Ja baso Dec 
do este cono, En el caso de cualquier п > 3 impar (también cuándo 

-= 3) el valor de la solución en el punto (=, £) se determina por los 

ores de la función /, y cuando n > 3. también por los 
sus derivadas respecto a Jas variables espaciales sólo on la 
Jatetal Fs, . del cono К, 
Jes v y v y de las derivadas de éstas en el contorno do Ja base del 

decir, en la esfera S, +, 
motivo, el cono К ү , (en el caso de un número раг de 

espaciales, п > 2) y la superficie cónica T, c» (cn al 
caso de n 2-3 impar) se suel mar campó de dependencia del 
segundo miembro de la ecuación de la solución del problema de Cauchy 
(14), (15) en el punto (z, 1)- Por analogía, la bola D, r, y ubicada оп 


el plano inicial (cuando n >2 es par) y el contorno de la bola, es 
decir, la esfera Sx.1., (cuando n >3 es impar) se suelen llamar 
campo de dependencia de os datos iniciales do a solución del problema 
de Couchy en el punto (z, 1). 


Cuando n == 1, de la fórmula de D'Alembert (18) so deduce que 
Ја solución del problema de Cauchy en el punto (z, t) depende sólo 
de los valores de la función f en el triángulo К... de los valores 
Че función inicial y en la baso de este triángulo б, ү y y de los valo- 
тез de las funciones р en el contorno de la base, es decis, en los puntos 
(E+ t, 0) y G— t 0. 
Supongamos que para cierto X 2-0 las funciones iniciales р 
y y son nulas, si |z| > R, y la función f es mula cuando |] + 
+ t> R. Entonces, la solución u del problema de Cauchy es mula 
para todo (z, DE {| | > Я + f, £ 2-0), puesto que el cono 
Ko. 1.0 рага tales (z, i) no tiene puntos comunes соп el conjunto 
(Iz i + 4< R, t> 0), y la base del cono Й. |. no tiene puntos 
munes con la bola {}2 | <с А. t = 0). (Esia afirmación sigue 
do válida incluso cuando f es nula sólo para |z] >Н +1) 


ze 
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En cl caso de un númoro par de variables espaciales el conjunto 
{ж} >И Fi 1>0) es, hablando ea general, wm conjunto al 
máximo posible en el cual ш = O. Por ejemplo, si, para п = 2, 
suponemos que la función $ es positiva en el círculo {| z | < 
y gue las q y / son nulas, de la fórmula de Poisson se desprende 
и (е, J >0 pora todo (z, D € (lz |< R +t, £> 0). 
Самбо el número de variables espaciales n > 3 ез impar, la 
función u (s, t) se anula no sólo єп el conjunto (|z | >A + f, 
15-0) sino también en el conjunto (1x | <t — Н, t >R), ya 


dientes para ol problema de Cauchy en un somiespa 
de Cauchy өп la banda Пу no puode tener más que una sola solución 
То jomplo, cuando n= 3, pra que exta 1 lución del pro” 
Меша de Cauchy en Пу, es suliciente que p EC? (R), PEC" 
y la función f sea continua en (0 < ¢ < Т} junto con todas sus deri 
radas respecto a las variables zi, ту, z, hasta el segundo orden inclu- 
sive; con ello, la solución del problema se representa en Пу por la 
fórmula do Kirchhoff. 

A la par con el problema de Cauchy en el semiespacio (t >> 0) 
е puedo también examinar este problema on los subespacios (t > 
Si} o bien (£< f) para f cualquiera. Una función u (s, D 
perteneciente al espacio С? (t > ©) П C' (t > ©), se llama solución 
del problema de Cauchy en el semiespacio (t > P) para la ecuación de 
onda, si en (t >) ella satisface la ecuación Ош = f. y para £ = f, 
Jas condiciones iniciales u le = Q, ш |» = Y. De modo some 
determina la solución del problema de Cauchy en el somies- 
pacio (t). El problema de Cauchy en ol somisspacio (f > f 
Se reduce al problems de Cauchy, sustituyendo £ por £— f, on 
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io {t >0). Sustituyendo £ por  — t, reducimos el pro» 
Cauchy en el semiespacio {£< °) al problema de Cauchy en. 
el semiespacio (t > 0). Mediante la sustitución de t por tía (a es 
una constante positiva) al problema de Cauchy (14), (15) so reduce 
el problema de Cauchy en el semiespacio (t > 0) para la ecuación 


ача Аа 


D, perteneciente а С: (0) N C (QU 
solución del problema de Cauchy en Q para la ecuación 
ella satisface en 0 la ecuación Qu = j, y para t = 0, 
condiciones iniciales u lime ==, ш lico = V. 
'orema 1 del punto antecedente se deduce inmediata 
el teorema de unicidad de la solución para el problema de Cu 
: el problema de Cauchy en Q no puede toner más que un 
n. 
No es dificil ver que en el caso que consideramos es tambión válido 
ol teorema de existencia, es decir, 3. Por ejemplo, para 
m ¿lo solución del problema de Cauchy en Q existe, si € © (D), 
¥ € C* (D), y la función f es continua en QU D junto con lae deri- 
Vadas respecto а las variables espaciales hasta el segundo orden in- 
elusive. Con ello, la solución u (z, £) se define por la fórmula do 
Kirchhoff (10). 

Soñalemos que la solución del problema do Cauchy (14), (15) 
on ul semiespacio (£ >0) cn el dominio Q coincide con la del pro- 
blema do Cauchy en Q para la ecuación (14) con las funciones inicia- 
Jos v y y considerados sólo en D. 


$ 2. Problemas mixtos 


1. Unicidad de solución, Sea D un dominio acotado del espacio 
n-dimensional R, ( = (s 2,) es un punto до cete espacio). 
En el espacio "(n + 1)-dimensional Rysy = Ry X {— f 
< kee) examinemos un cilindro acotado 0, ~ (z € D, 0 <! < 
CT) de altura 7 > 0. Designemos con Гү la superficie lateral 
GEOD, 0 < t< T) del cilindro Qr, y con Ds, la sección (2 € 
ED, £= x) de este cilindro por el plano £ = т; en particular, la 
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hase superior del cilindro Or es Dr = {z €D, t = 
so inferior, D, = (x € Q. t = 0). 
En el cilindro Qz, para cierta Т> 
hiporbólica 
Lum u — div (k (2) Yu) a(uuf(n:) 0 
donde k(z) € С' (D), a(z) € C (D), & (2) > k, = const > 0. 
Ye S Ор, урин al pecia C (09) fO (0e U 
Tr U De), que satisface la ecuación (1) en Qr, las condiciones ini- 
ales. 
o 


(3) 


) y su ba- 


examinemos una ecuación 


on Do, y una de las condiciones limites 


“lr, 


x obi (+) re 


en Гу, donde о es una función continua en Tr, se llama solución 

(Мако) del primar v respectivamente, dl tercer problema mizto para 

Si es que 9 шш O on Гу, ol torcer problema mixto se denomina 
segunda problema mizto. 

Ya que el caso do las condiciones limites no homogéneas se reduce 

fácilmento al do las condiciones límites homogéneas, en lo sucesivo 

condiciones límites 
mr [7] 


(+), 0. (5) 


Admitamos que ol coeficiente a (z) en la ccuación (1) es no noga- 
tivo on Qy y la función а on la condición límite (5) dependo sólo de 
2,0 ua 0 le), y ез no negativa on Гү. 

Ses la función ш (=, £) una solución de uno de los problemas 
(t)—(4 6 (1), (2), (3), (5), con la particularidad de que el segundo 
miembro f (т, 1) de la ecuación (1) pertenece a La (Qe). Elijamos б, 
0 < 6 < T, arbitrario. Multipliquemos (1) por la función v(z, t) 
que pertenece а C* (Q.,) y satisface la condición 

vor. 70. (6 
t игез Ia igualdad por al cilindro Qr Puesto que uiv m 


= (eile um, yv ) = div (ko Vu) — Күш Vo, entonces, 
teniendo en cuenta la condi icial (3) y la condición (6), erm- 
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ploando la fórmula do Ostrogradski, obtendremos 
$ љад | анда die ала) аға 
“э a 
+ | биронаш) de dt 
Lo 
=f marc ا‎ 2500504 
Dra ты 
+j ii | ode 
ea 
-j lo -4$й+ | (uve ue)dedt — (D) 
тә aa 
Si u (z, 1) es la solución del tercero (o sogundo) problema mixto, 
дш, ea vitod de (B). de la alla рда Haya que wis, ij 
satisfaco la identidad integral 
NH 
LS тә 


-f жаш ا‎ 
°з 
cunlosquiora que sean v (z, £) de C* (Qs). para las coalos so cumplo 
la condición (6), y, por consiguiente, para cualesquiera р(х, £) 
de H' (Оу) que satisfagan la condición (6). 
i función u (z, 1) es una solución del primer problema mixto, 
supondromos, además, que v (т, 1) satisface la condición 


virpa =. ® 
Do (7) resulta que u (z, i) satisfaco la idontidad integral 


j yer eno nii) dede | nn j fodrdt 
5 °з 
cualesquiera que sean v € H* (0е.) para las cuales se cumplen las 
condiciones (6) y (8). 

Empleando las identidades obtenidas, introduzcamos los con- 
ceptos do soluciones generalizadas para los problemas mixtos en 
cuestión. Supongamos que f (z, £) € La (Ог) y y (z) € La (D). 

Una tunción u, portenecionte al espacio И! (Qz), se donomia: 
solución generalizada en Qr del primer problema mizto (1)—(4), si 
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satisface Ja condición inicial (2), la condición límite (4), yla identidad 


füswrzas-usiirttm Û gote | ей m 
+ ^ 


“ 


que sean v € M (Qs) para las cuales se cumple Ja con- 
dición (4) y lo que sigue. 


slo, e. (0) 


na u, perteneciente al espacio И! (Qs), se lama solu- 
ción generalizada en Qy del tercero (del segundo, cuando а == 0) pro- 
blema misto (1), (2), (3). (5), si ea satistaco la condición inicial (2) 
y la identidad 


| Suo анод de dt | kovas di = 


=j wed | ева t 
. de 
cualesquiera que sean г € H* (05) para las cunlos se cumple la con- 
dición, (10). 

Tndiquemos que análogamonte a las soluciones clásicas, los solu- 
ciones gonealizdas poscon a siguiente propiedad. Si u es lo ol 
clón generalizada del problema (1). 0) 6 (1), (2), (3). (5) en el cilindro 

y, sta también lo será para el problema correspondiente en el cilindro 

', Cualesquiera, que sea 77 < 7. 

En efecto, si Ја función ш es solución generalizada en Qr de uno 
de los problemas en consideración, entonces para todo 7'< Т 
u E H' (9) (en ol caso del primer problema mixto и ly. 0) 
y para ella tendrá lugar la identidad integral correspondiente, cua- 
Jesquiera que sean v que pertenezcan a II? (0+) y satisfagan Ja condi- 
ción > lup = O (y en el caso del primer problema mixto, también la 
condición v le, = 0). 

No es dificil comprobar que si la función v pertenece a 41! (Qr). 
о lor. = y у= on Q; N Qr entonces v € HP (Qr) y 2 inr = 
y si, adicionalmente, v ry. = 0, será mula también v |ry. Por ell 
Ла función u satisface la identidad integral por cuyo intermedio 
dormia la moocón ревом del crmpindinio problema 
mixto en Qr.. 

Señalemos, además, que ol concepto de solución generalizada 


del problema mixto se ha introducido como concepto izado 
de la solución clásica (para f € La (0), siendo establecida, en esto 
caso, la siguiente afirmación: una solución clásica en Оу de coda uno 


de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3), (5) con f € La (Qz) es solución 
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pue del problema correspondiente en Qr.s, para cualquier 
cO D. 
A la par con Js soluciones clásicas y gonoralizadas de los proble- 
mos mixtos so puode introducir el concplo de solución on ertt todo. 
punto ба ыр, o easi stampe), Une. Solución 
еп c.t.p. del problema mizto (1) — (4) o del tercero (del segundo, cuando 
с = 0) problema mizto (1), (2), (3), (5), si ella pertonece a Н (Оу), 
satisface en Оу (para casi todo (х, f) € Qy)) la ecuación (1), satisface. 
los condiciones iniciales (2) y (3) y una de las condiciones límites ó 
(5), respectivamente. 
Do la delinición те deduco inmediatamente que si la solución 
clásica del problema (1) — (4) o de (1), (2), (3), (5) pertenece al espacio. 
H” (Qr), será la solución en c.t.p. del problema, correspondiente, 
“Adomás, si la solución en c.t.p. del problema (1)--(4) (ode койаш 
И), (2), (3), (5)) pertenece а C* (Оу) N C' (Qr U Ty U Do), sera 
Шын digi de ere problema Обе U i Ea] E 
t m fes же y es nula casi siempre en Qr; por lo tanto, es. 
Sula ses ө Qr). 
Como hemos mostrado antes, la solución cláica del primero 
tercero (segundo) problema mixto para la ecuación (1) en Qr pura 
f € La (Оу), es la solución generalizada del problema correspondiente 
en Qro рее cualquiera 6 € (0, 7). De modo análogo se demustra 
que la solución del primaro o tercero (segunda) problems 
mixto para (1) en Qr cs la solución generalizada dol 
Problema. correspondiente an Qu. 
"Tien lugar siguiente afiviación, en corto sentido inversa. 
акма 1. Si la solución generalizada del problema (1)— (4) û del (1), 
(2), (3), (5) pertenece al espacio Ш (Qs), será la soluciónen c.t.p. del 
problema correspondiente. Si. la solución generalizada. del problema 
(1)— 65 o del (4), (2), (3), (5) pertenece a C* (Or) С! (O, U Гу U Do), 
será la solución elórca dl problema corresperlcie. 
Demonios a la en ns aries dle i 
Supongamos que la solución generalizada del problema (0)— 
o del 0), (2), б), (5) pertenece a А (07) (a bien a C (ду) 1) С (Q4) 
ihr U Pa). Entoncee, jars demostrar ls afirmaciones del lema 

s establecer que en Or a función u satisface la evasión (I. 
en D, la condición inicial (3), y en el caso del tercero (segundo) 
Problema mixto, También la condición Imite () en 7 

Tomemos wna función arbitraria v € C' (0) y, val 
la fórmula de Ostrogradski, transformemos (9) v, respec 
i) de la manera siguiente 


f (— div ku + au + us — f) v dz dt 0. 
& 


зи сар. Y. BOUACIONES IIPERDOLICAS 


Si u € HP (Qr), entonces —div (k Y u) + аш + un — f € La (Qr), 
y, como el conjunto C (Qr) es siempre denso on Ls (Qr), la función u 
Šatisfará la ecuación (1) casi siempre en Or. 
Si ш € C* (00) П C' (Qr U Tr U Dj), entonces div (k y u) + 
+ au + uu — f € L, (0) siendo Q “un subdominio arbitrario, 
ven А conjunto do funciones С' (Ọs) es siempre denso 
en L, (0), do la arbitrariedad do Q' se desprende que la función ш 
satisface on Qr la ocnación (1). (Puesto quo la función div (E Y u) + 
- au + ш өз continua en Qr, la función f será también continua en 
Qr, es decir, la función u satisface en todo punto la ecuación (1).) 
"Tomamos una función arbitraria v quo pertenece а Ct (0-4) 
para cierto $ € (0, T) y que satisface las condiciones (6) y (8). Si 
4 € IF (Qr), entonces de (9), o respectivamente, de (11), mediante 
a fórmula do Ostrogradski, obtenemos la igualdad 
| шера. 
Esta misma igualdad os válida también si u € C° (Q5) П C' (Or U 
U Tr U D), puesto que en өйө caso —div kY u + un = f — 
Eln (Qr) у u € C" (Frs). Como por cualquier función g 
40 C* (0,) (ol conjunto de talos funcionos os siempre denso en Za (Dy) 
so puede construit una función v que pertenozca a C! (Qs) y satis- 
Toga las condiciones (б), (8) y la condición v |o, = g, entonces la 
педа u satisface ln condición inicial (3). 
Tomomos ahora, para cualquier 6 € (0, T), una función arbitra- 


ча Є C' (бу) que satisfaco la condición (6). Entonces do (11) 
obtenemos 


| (f +ou) as amo. 
чы 
Poro, para toda función g, continuamente diferenciable y termi- 
mal en E (ol conjunto do tales funcionos os siempre denso en Za (17) 
ө puedo hallar ua 5 € (0, T) y una función v € C' (бу), quo satis- 
daga la condición (ê) y la condición v | Pas = g/k. Por ollo, (2 + 


+ ди) irp = 0. El lema está domostrado. 
Demostremos ahora ol siguiento teorema do unicidad. 
"POEMA 1. Cada uno de los problemas (1)—(4) y (1). (2), (3), (5) 
по puede tener más de una solución generalizada. 
a u una solución generalizada del problema (1)—(4) o del pro- 
loma (1), 0), бу, (5) para / =O o Qr 9 = 0, ф = O on Do. Mos 
tromos que u = 0 en Qs. 


u( 00, 0<t<w 
sens | 1“ Д 


0, от<!<т. 


Se comprueba inmediatamente que la función v tiene en Qy derivadas 
genecallzadao 
=u оі 
"| [uo 


(due 9d, 0<t<r" 


о, 1<1<T. 


Por consiguiente, v (z, 0 E И (Qs). Con ello, v lpr = 0, y para 
el сазо cuando u es una solución generalizada del primer problema. 
mixto, v Jep = 0. 

Sustituimos la función ven la identidad (9), si u os una solución 
generalizada del problema (1)—(4), o en la identidad (11), si u os una 
solución generalizada del problema (1), (2), (3), (5). Entonces, para. 
ol primor problema mixto, obtenemos la igualdad 


i (кен j a d — aw, + uu) dz di =0, 
y para ol tercoro (segundo) problems, la igualdad 
¿ln { Vu dawn иш) ddl + 
pee oj ees 0) 4045 at =0 


(recordemos que en el dominio @, v, = —u € H* (Q, y por consi- 
etes cani EIN em (ar pec 


su Cap. v Ecuaciones morensoLics 
Puesto que 

| kta) uiz, | vute, 0) d0 atar 

& : 


ерее of] vut оаа 
= [tea j vee. oaf vu t)dtdz e 
z АГА оаа 


ројева, даат 


рене né io ети, 9 | Vu (e, аш, 
entonces. 

LLL | vuc. оала t frol j vec aas. 
Ya que de modo análogo 


Í юш, af иба, 0) 045 dtm 
т 


рефе паја раце {че aasan 
entonces 
pee Ji us pasan in] uta Qat) as. 
Además, 


28 epe asi едй. 
dr Я 
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vire " 
ааа [элй 
EE: 


Análogament, tenemos 
ert ге. 


Por consiguiente, si u es una solución del primer problema mixto, 
obtenem: 


j*elf we. oajet [mar] wt de, 
y si u os una solución del tercero (segundo) problema mixto, entonces 


[tlj wer nara [че wart 


sputum pajas 


Como k (s) >0, а (а) >0 on Qr y a (z) >0 on Гу, entonces 
do ostas dos igualdades se deduce que | а? dz = O. Puosto que y 


өз un número arbitrario del intervalo (0, 7), u == 0 on Qr. El toore- 
ma queda demostrado. 

Según fuo demostrado, las soluciones clásicas do 1 
Ч)—@ y (0, (2), (8), (5) son también soluciones izadas do 
éstos problemas on Ог. para cualquier 5 € (0, 7). Por eso, del 
teorema, 1 зе deduco inmodiatamento la siguiente afirmación. 

©олоьлто 1. Cada uno de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3). 
(5) no puede tener más de una solución clásica. 

Puesto que las soluciones en c.t.p. de los problemas (1)—(4) у 
(09—68), (5) son también soluciones generalizadas de estos problemas, 
entonces del teorema 1 se desprende 

толмо 2. Cada uno de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3), 
(5) no puede tener más de una solución en ctp 

2. Existencia de solución ligada. Demostcemos ahora 
la existencia do las soluciones de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3), 
(5). Emplearemos para esto el método de Fourier, según cl cual la solu- 
ción del problema mixto se busca en forma de una sorie respocto а 
Ins funciones propias del problema elíptico de contorno corrospon- 

iente. 


oblomas. 
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Sea v (2) una función propia generalizada del primer proble 
de contorno 


ан) аге, гєр, 


um un 
o del tercero (segundo, cuando о = 0) problema de contorno 
а у) аро, 26D, 
өмә є "T" 


(+o) 
(à ез el valor propio correspondiente). Quiero decir, que en el caso 
del primer problema de contorno v € Î (D) y para todo т € Ñt (D) 


[oora] vendre 0, (чу 


y en el coso del tercero (segundo) problema de contorno v € /I* (D) 
y para todo y € A (D) 


james [masa manu. 
do 


Examinomos el sistema ty, 
L, (D) compuesto de todas las jas generalizadas dol 
problems (12) o, respectiv ж (3); А, ce 
es una sucesión de los valores propios correspondientes (Considora- 
mos, como siempre, que la sucesión do valores propios es no cre- 
cionto, con la particularidad de que cada valor 
esta sucesión licidad). 
trado en el $ f, cap. IV, el sistema г vy... es 
mal on La (D) y M — eo cuando F> co. En el caso de los pri- 
mero, tercero (cuando о же O en 4D) y segundo (cuando а 4 0 en D) 

problemas de contorno (recordemos que k (z) > ks > 0, a (2) > 
DO en D y o (3, > 0 en 00) el primer valor propio М < 0, es de 
čir, 0 > 5... 

del contorno De à, > 


€ (à m бе D, pan alega problema 


Supongamos quo las funciones iniciales q (z) y y (2) en (2) y (3) 
pertenecen a La (D), y la función f (z, 1) € Le (Qz). De acuerdo con 
el teorema de Fubini, f (z, 1) € La (D) para casi todo t € (0, Т). 
Las funciones (а) y $ (а), así como también la función f (z, í) 
pers casi todos Jos valores de £ € 0, T), les desarrollaremos en 

serios de Fourier según al sistema р, (2), v, (2), ... de funciones 
propias generalizadas del probleme (12) (al examinar el problema 
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(1)—(4)) o del problema (13) (al examinarel problema (1), (2), (3), (5). 


em E ene. жо) dme 10 


snoa 09 
donde gam (p aJ im (P, vadis Y (б = | їй (e) dz, 
km1, 2,00. Puesto que мор) PG 9e ddr 
-f Fez, Dez, entonces fa (0€ La (0, T), kett, 2, ... Do scuordo 
con la igualdad de Parsevol — Steklov 


gelol 2 elan an 
y pora casi todo 1E(0, 7) 


Piz, t)dz. 


Por consiguiente, 


E [noa] Pardi, in 


A título de funciones iniciales en (2) y (3) tomemos primero las 
funciones qax (2) y vans (2), es decir, k-ésimas «armónicas» do las. 
series (16), y a título de la función em el segundo miembro de la 
ecuación (1), la función fa (бшу (2), k > 1. Examinemos la función 


us (т, Û = Un (0v, (2), (18) 


donde 


U (= qu cos Y Tat + ¿Ll son V t+ 


ў f —X. а 
+7] hsyatda (19) 


эю cap. v. BEVACIONES mmennorscas 
y en el caso 20 
йш tl ds 


Ls ERI 


ЕТЕТ 


(пењу 


La función U, () pertonoco, evidentemente, a /I* (0, T), satisfaco, 
cuando t= 0, las condiciones iniciales U, (0) = qu. Ui (0) = Ya 
y para casi todo £ € (0, T) os una solución de la ecuación 
[I E ... [ 
Mostromos que si v (2) y Ja son la fuación propia generalizada 
y el valor propio correspondionte del problema (12) (o del proble- 
таз (13), entonces la función ш (z, £) es la solución generalizada 
del primero (torcoro o segundo, correspondientemento) problema 
mixto para la ecuación 
uu — div (k (2) Y u) + au — fa (0 0, (2) 
cou las condiciones iniciales 
Ule qw (D). lest qus (2). 
Efectivamente, 
Taco la condición inicial (2) y, en el primer problema de contorno, 
tambión la condición limite (4). Mostromos que la función uy (z, $) 
en el primor problema mixto satisfaco la identidad integral 


[e Do ae =a) de dt — 
r 


Һәәә (W)‏ ا 
para todas las funcionos о que pertenecen al espacio И! (Qr) y que‏ 
Satistacon las condi es (4) у (10). mientras que para ol segundo‏ 
y ol torcoro problemas mixtos dicha función satisface la identidad‏ 
integral‏ 
(a ok cuo ing) de dt + | koe dS de=‏ | 
5 4 

=h | ага | логас (t) 

Pr E 
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Mr tades os v da (Qr oe mien la even (О e 
ciente, obviamente, establecer la validez de las identidades 

y (114) sólo para todas las funciones,» que son continuamente. de 
Toociable en т y que satisfacen las condiciones (4) y (10), y la (10), 


iud de 00), (48) y (19) tenemos 


| mirata | (2) П] Uso ved] dz 


H 
=] m (2) [hv (2, 9-{ Uso vdt]dr= 
- -af n (ole, Hack [orbi f) (2)vdzdt. 
Por ello, en el caso del primer problema mixto la identidad (94) 
se infiero de (14): 
[ emm men аа 


т 
- | СД СЫ! (ela) Vea Vo арр 


-+ hawao) dir y i (D(z, 0) шал! f v (2) vdzdt = 
-nf (viz, зе. Mv (2) oda dt. 
une om e eem bi atat 
Í (k (2) Vur Vo + аши — ика) dz de +} J(z) euo dS dtm 
di і [A maf (VD равы +n) de | ke) was] 


+% nipote Odet È Mota) dz dt = 
5 * 


=h | aotz, + | 10 (2) vdz dt, 
neun " 
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Si tomamos a título de funciones i 
parciales de las series de (16), а saber 
cierto N, y a titulo dela función / en (1) 
de Fourier, a saber, EA (0), vy (2), entonces la solución generalizada. 
del probleme (1-4) UA), (2, (3), (9) será representada por la fun- 


gun (2) y 2, фм (2) para 
suma parcial de su serio 


ye 0= Y unta OS 


En particular, en el primer problemo mixto esta función satis- 
fuco la identidad 


[riens ану 


x А 
= J entot odt] X ton nem ode an 
E A 
para cualquier v € Hè (Qe) que satisface las condiciones (4) y (10), 
у өп el саво del tercero (segundo) problema, la identidad 


Í (OS учо aS ye — Sxe) de dt^ | koS yv dS dt = 
r 


x А 
=} Ужа rte aes f Хоодай (т 


para cualquier v € HI (Qs) que satisface la condición (10). 

Por osta ийа es atur рег que con ciertas suposiciones 
respecto , YT, Ia solución del problema (1)— (6) (0,9, (8), (5) 
pueda ser ropresontada en forma 


uz tus di Uros (a). (23) 


donde э, vy, .. Son funciones propias generalizadas dol proble- 
ma (12) (19), respectivamente) 

TEOREMA 2. Sean a tunm) en ФЕД D) en 
el caso del problema mizto (4) (4). y y € H (Р). en el caso 
Se ee беште] problema mizto Чу, V). O); (O) Entonces la 
solución generalizada u del problema correspondiente eziste y se repre- 
senta por la serie (23) convergente en H* (Ог). Entonces, tiene lugar la 


d E 


desigualdad 
Wa lora <C (Hl e enn + ll Mes е). (24) 


en la cual la constante tiva C no depende de HL 
De 1а fórmula (19) ce desprende que pars do ТО, 71 


WII Hoa e arto Т 914: рата kt 
y £ 
IDISH G mens $ Inlet 


(on el caso del segundo problema mixto C, = T cuando a «0, en. 
todos los demás casos С, = t/V TX T). Por ello, para todo t € [0, T] 


ози A (а) 
z 
<с@(@+имг г ла) юз k>, (25) 


: 
UDSEN (++ f па). (257) 


E аА аА 
ML entonces para todo 110, 7) 


Ya que, para cualquier k, k= 1,2, .. 
т 


[pcen (stent ла). оо 


Puesto que la función y pertenece en ol primer problema mixto 
пу ера Й (D) (ca e teca problema mixto, al spacio М (0), 
del teorema 3, p. 3, $ 1, cap. IV, se deduce que la serie de Fourior (1 
do esta función compuesta según el sistema do las funciones propias. 
del problema (12) (o del (13), respectivamente) converge hacia ella 
еп In norma del espacio Л? (D). Con ello, existe шиа constante C > 0 
tal que para todas las ф de ÎI (D) (o bien, respectivamente, de 
(ру) 


PES [<C Mollina en 
E 
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Examinemos la suma parcial Sy (z, t) = 2 Un (0) 04 (2) de la 
serie (29). Para todo t ELO, T] esta suma y su derivada respecto а 
1 (en virtud del teorema 3, p. 2, $ 6, cap. 111, las funciones U, (0 
Y UL). km d. 2, .... зов continuas en (0, TI) pertenecen а 
IP (р) (o а H (DN). à 

Al estudiar los problemas (1) (4) cn ol espacio Jf? (Dj), resulta 

roduir el producto escalar 


| (бушуу + auw) dz. 
J 
Al estudiar los problomas (1), (2). (3), (5), introduzeamos en el 
ala 105) ei prede ahar Or (9. imme 
[egugo-au) dz | ноа, 
2 
si (o) a w 0 en D, o bien o şk 0 en AD, у ча producto escalar 


[suo + uv) de, 
sl es quo a m O on D уо =0 en 0D. 
Puesto que en el caso del primero y tercero problomas mixtos (para 
оа 0) у on el del sogundo problema mixto (para a өш 0), los sistemas 
Че funciones э, о —hs. ... están ortonormados en los 
oductos escalares correspondientes, y en el caso del segundo pro- 
oma mixto rosulta ortonormado, pura a == 0, e sistema do funcio 
nes АЛИС X. oV T Ma, <, entonces para todo £ € l0, 71 


y para cunlesquióra M y N, 125 Af -< Non virtud do (25), tenemos 


А 
ro EA li) = 


siin 
x E H 

= Y uomen X (itte e f na). 
E “эы 


si (o) am 0 on D, o o0 on OD y 
TS 


Y 1 
lem X (ка-чыр+и+ f ла), 


m 
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siam0en D y 0==0 en êD. De este modo en cualquier coso 
tiene 


NIS (ж, 0— 5м (т, поо 


= 
< J (raspa +] па) (28) 


pora todo t€|0, 7]. Análogamento, en vista de (26), para todo 
160, T) 


Lo, 
x 
= у USO Y X (алында). o 
E А 


Junto con estas desigualdades tienen también lugar las siguientes 


H 
Sr (base | 3 0 ob, 


1 


5 питат 


pidio em 


15,7 P ETT 


«6 


H 
3 (stis petet f ла). 


que son válidas para todo ¢ 10, T] y para cualesquiera N 21. 
Sumando las desigualdades (28) y (28') integramos respecto a. 
1600, T), obtenemos la desigualdad 


NS (2 )—5 (2 sr d 
< X (нанар na). 
Кс 
De acuerdo con (17), (47) y (27), las series È gt (1+ 10. 


Su y 3 HD dt son convergentes. Por eso, de (30) se infiere que 
[zi 
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de, (23) convorgs on Hi (05) y, por tanto, su suma u € H* (Qr). 
Ta ordin ш (а, 1) тийишсе балш, le condición ill (ls 
y, en el caso del primer problema mixto, la condición límite (4). 
Pasando al límito para N— co cn la igualdad (21) (en el caso del 
roblema (1)—(4) o ea la igualdad (22) (en el caso del problema (1), 
15). (8), 6), resulta que u satisfaco la identidad (0) 7, rospocti 
mento la (10). 


j. Así pues, ш es una solución generalizada del primar 
у, respectivamente, del'tercor problema mixto. Sumando las desi- 
ualdades (29) y (29^), integradas respecto a 2 € (0, 7), mediante (17), 

йт) у (27) obtenemos las desigualdades (24). El teorema está demos- 
trado 

3, Método de Galerkin, La existencia de soluciones generalizadas 
de los problomas mixtos se demuestra también por otros métodos 
que no dependen del punto 2 y que no emplean las propiedades de lı 
funciones propias. Este punto ostá dedicado precisamente a uno 
os métodos citados para demostrar los teoremas de existencia, a 
saber, al método de Galerkin que, ә la voz, es uno de los métodos рага 
resolver de modo aproximado los problemas mixtos. Indiquemos quo 
а diferencia del método de Fourier, el de Galerkin permite estudiar 
los problemas mixtos en el caso cuando los coeficientes dependen no 
sólo do las variables espaciales z, sino también del tiempo t. Exa- 
mineros, para concretar, el primer problema mixto (1)—(4). Supo- 
nomos, como antes, que q € Й (D), Xa (D) f € La о. 

El método de Galerkin consisto en lo siguiente, 

Son v, (2), (n). =>. un sistema arbitrario de funciones de 
с! (D) que satisfacen la condicion límite гу | ap = O, k = 4, 2, 
So supone que osto sistema os linealmente independiente y compi 
en [P (D), os docir, una vas 
siempre densa on Й" (D). Para un m entero y arbitrario on ol subos- 
pocio do dimonsión finita Ya de espacio Za (D), tendido sobre las 
funciones vy, k = f, 2, m, se resuelve un problema que se 
vbtiene del problema (1)—(4) mediante la proyoeción ortogonal en el 
subospacio citado, es decir, se busca una función w, (z, £) (do 
H^ (003) la cual porteneco, para todo £ € 0, 7l, al subespacio V 
satisfaco las condiciones (2) y (3) con funciones iniciales q" (z) = 


- B (2). 9^ (0) =, 2 Pava (2) (que son proyecciones ortogona- 


lesen Vn de las funciones q (2), y ¢ (z), respectivamente) y que os tal 
quo para casi todo £ € (0, 7) las proyecciones ortogonales en V, (en. 
el producto escalar de L, (D) de las funciones f (z, t) y Wimy — div 
(I5) Fato, coinciden. Esto significa que se buscan unas funciones 
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satisfacen las condiciones 
m) tales que la función 


y — div (e V wn) + arn — f, donde 

Wu (2, = Û ea (t) pa (2), [2] 

xa casi todo £ € (0, T) (para los cuales (рф), es ortogonal 
In L, (D) al PEDE ael decir, марк» = 


Je ануш) арн) vy dz = [= (82) 
para Keds. 


El mótodo de 
ma (1)—(4) 


2, 7. e cierto sentido (débilmente 
on FP (0р) converge hacia u. 

Con el fin de no complicar los razonamientos, examinomos un 
caso do condiciones iniciales homogéneas (p = 0, Y = 0). Entonces 
Pa == 0, md, ees өз decir 


a()-4(-0 kml, oy m. (39) 
Las igualdados (32) es un sistema, lineal respecto a las funciones 


а (0, Em (f), de ecuaciones diferenciales ordin de sogundo 
ordon con coelicientes constantes 

LEMOA date 0 Ы) 
donde 


D І fé Qu (9 dre La (0, D (Qs бр „= 
= f (кӯлу + ahg) dz), 


Demostremos que ol sistema (34) tiene una única solución quo 
pertenece а H* (0, 7) (todas las coordenadas pertenecen а № (0, 
y satisface las condiciones iniciales (33). 

Puesto que el sistema de funciones v V, . . . es linealmente 
independiente, para todo m 2-1 el determinante de la matriz con 
los elementos (vs, Vrun. k, в = 1,..., т, es distinto de cero 
(una afirmación análoga fue demostrada en el p. 9, $ 1, cap. IV). 
Por ello, el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias (34) 
puode ser resuelto respecto a las derivadas superiores. Por consi- 


guiente, el problema (34), (33) es equivalente al problema 
e ле) F(), е0) =0, (89 
GO. senem. а... en Р а 
7 Fu, Pa AO Fn (0) Ф Фан 
V (D Ses ОР, (Gm... m К (бш 0, у 
САРТАР] 
1, o 
өз una matriz do orden 2m (7 — os una matriz unitaria de m-ésimo. 
зеі) Ба ovidento que el vector F (9 € Ls (O, 7) (А, € La 0, 
"Para domosirar la afirmación es suficiente mostrar que el pro- 
Меша (35) tiene una única solución que pertenece al espacio 7 (0, 
Т). Sustituyamos, como siempre, cl problema (35) por un sistema 
squivalonto do ecuaciones Integrales 


75 


c= | 40 a+ ка (90) 
con un término independionto È (Р т) dt, que pertenece а HF (0, T) 


у, consceuentemonte, continuo en JO, T]: si e (0) es una solución del 
problema (35), perteneciente а H* (0, T), entonces, debido al tooro- 
ma 3, p. 2, $ 6, cap. 111, os continua en (0, Т} y satisface el sisto- 
ma (36); si e (1) es una solución del sistema (26), continua en [0, 7], 
«Па pertenece, evidentemente, а A! (0, 7) y es solución del proble: 
ma e». Mientras tanto, la existencia (y unicidad) de la solución 
(continua en [0, 71) del sistema de ecuaciones integrales (36) so 
establece en el Curso de ecuaciones diferenciales ordinarias, al demos- 
trar el teorema de exístoncia de Ja solución del problema de Cauchy 
en un sistema lineal normal de ecuaciones diferenciales ordinarias 
(véase, por ejemplo, L. S. Pontriaguin, «Ecuaciones diferenciales 
ion). 

De este modo queda establecida la existencia y la unicidad, para 
cualquier m = 1, 2, ...„ do las funciones top, (т, f) del tipo (34), 
quo satisfacen las igualdades (32) y condiciones iniciales 

ele m0. 

Multipliquemos (32) por ej 9, Entogremos рог (0, ч), donde v 
es un número arbitrario de [0, 7], y sumemos según k desdo 1 he 
Do results obtenemos Ja iguala 


4 (eoa div (AVI) +) dz | fes dz dt. (87) 
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Como шынга Fr (а) div (tou) tem div (om Vin) 


(он) y amari ($ a 
resulta que 
| (nsi — div (eic) + аны) шы, dz dtum 


=} [be es P + awk) dz. 
2 


Advirtiendo que en el subespacio 7! (Qr) del especio H* (Qr), 
compuesto por las funciones que se anulan eh Tr U Бе, se puedo 
introducir una norma, equivalente a la ordinarias 

Vel (теравада), 


obtendromos 


2 [opem ic) re) ш de = (10m Mo у. 
Por өю, de la Igualdad (87) so tion 
lento) m і de | dt И [P 
$1 (T—14) f (E, 1) Wms (2, 0) de dt 2T f Haro Û ene Manta E 
P БРА 


Wes lo < 27 о 


Do este modo, el conjunto de funciones wm, т = 1, 2,..., 
es acotado en Й (Qz). Del teorema 3, р. 8, $ 3, cap. 11, se desprende. 
que este conjunto es débilmento compacto on Ж (Qy), es decir, so 

él una subsucesión (designémosla de nuevo por vy) 

jf (Qr) converja débilmente bacia cierta función u € Af! (07. 
función u es la solución generalizada que buscamos del proble- 
ma mixto. Para demostrar sto será suficiente, evidentemente, com- 
robar que para toda v € A (02) (designemos así un subespacio del 
Pe dude Le Access ql anales DUO 
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tiene lugar la identidad integral (9) (en la cual ф = 0): 
وک و‎ Í fvdz dt. (38) 


Para ello, а su vez, hace falta establecer la identidad (38) para algún 
conjunto de funciones af, siempre denso en /P (Q7). 

A titulo de sf tomemos un conjunto de todas [ns combinaciones 
lineales de las funciones: 0 donde k = 1,2, ..., y 0 (0), 
una función arbitraria de T]. que satisfaco іх Condición 
Ө (Т) = 0. Mostremos, LA, la igualdad (38) es válida para 
cualquier función v (z, f) = ® (2) 0(0 y, por tanto, para cualquier 
v de off, y cerciorémonos, luego, de que el conjunto 4 es siempre den- 
so en Й (Or). 

Integrando por (0, 7) la igualdad (32), multiplicada por 0 (0, 
siendo m >k, obtendromos 

| Veios + tray) 010010] dz dies Û fo B dz dt. 
lr de 

De aquí so deduce (38), puesto que para m — oc wr, converge débil- 
T RAO aree =” > 

Mostremos que «f os siempre denso en JÎ’ (Ф). Basta establecer 
para to quo toda función 5, 0 de C (Gp) questa la con- 


ción 

ошого (89) 
(ol conjunto do ostas funciones os siempro denso en Й (0;)), pueda 
ser aproximada en la mótrica del espacio И? (Qs) por las funcion: 
де sf. Definamos la norma on ol espacio Ft (Qz) mediante la ocuación 


ШУЫ qa Ivi paran. 


Sofialemos que el conjunto of puede considerarse como un cons 
junto de todas las combinaciones lineales de las funciones vt (2) 
0 (0, donde 0 (0) es una función arbitraria de Ct (0, 7)) que se 
anula рага! = Т, y vt 0%, < ., es una base ortonormal del espacio 


dit (D) (en ol producto escalar Û, jus, = jw lz), obtenido 
como resultado de ortonormar el sistema uy. 
de Gramm Schmidt (véase p. 5, $ 2, cap. Ш). 

Soa m (z, 9 una función achitraria de C^ (B) que satisface la 
condición (39). Puesto que pora todo t € [0, T] las funciones y (z, 1) 
y ти (z, t) pertenecon а Ёл (D), éstas pueden ser desarrolladas en 


«ss por el método 
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14s siguientes series do Fourier, convergentes en la métrica de ff^ (D): 


ne = Ian. 
>ч (40) 
m o X nn 
donde. 
mo j Vn(z, 1) Vo (a) dz. (at 
Con ello, 


(+) = [ave 1) P] Vn (z, 0) dz, tE10, 71. (42) 


Designemos por ny (т, £) la suma parcial de la serio (40): 
melo N= Û w (Oe (a) (48) 


De (И) y (43) se infiere que рага todo N >-1 la función 


M — nve Є. (Di), cualquiera 2610, T]. Por eso, en 
Ч а do Steklov. O 5, cep: HI) o n 


IW nein; ИН 


donde C 20 constante que sólo depende del dominio D. 
Por consiguiente, para todo N > 1 
Jie msn I ne E 


SC HI nl, Ihm орт 27, O 


ualquiora que sea £ € 0, T]. 


En wid de (62), para cualquier гЄ00, 71 $ (t0 + 
+ C'w? (£)) | O cuando N — oc. Por ello, debido al teorema de 
Levi (teorema 3, p. 6, #1 ‚ cap. 11), obtenemos que para N + co 

ПЕСИ СТЕКУ 

es | Un sn, hm 

La afirmación está demostrada. 

Sétalemos que debido а la unicidad dela solución generalizada u 
del problema (1)—(4) (teorema 1), de lo demostrado se deduce que по 
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sólo alguna subsucesión de la sucesión wm, m= 1, 2, .. 
que también la propia sucesión converge débilmente en 


4. Suavidad de las soluciones gencralizados. Existencia de lı 
solución en easi todo punto y de la solución clásica, Al estudiar la 
suavidod de las soluciones generalizadas, limitémonos a Ja conside- 
ración del primero y segundo (para la condición límite (5) о = 0) 
problemas mixtos para un caso particular de la ecuación (1), es 
decir, de la ecuación de onda (en (1) k m 1, a ав 0), aunque, cuando 
los cooficientes de esta ecuación y de la función 0 sean suficiente- 
mente suaves, mediante el mismo procedimiento también so esta- 
blecen resultados análogos en el caso general. 

Sen и (z, 1) una solución generalizada del primer o del segundo 
problemas mixtos para la ecuación de onda 


Aum f 6) 
ТЕ) «у 

ИЛ 
ujryr=0 


en el сазо del primer problema mizto, o 


de 
1-0 an 
on el caso del segundo problema mixto. 
En los puntos anteriores ha mostrado quo Los problema 
y (44), (45), (47) tienen (únicas) soluciones generalizada: 


L, (D), f € Ls (Qr) y la función y porteneco al espacio JN 
Go la не! D) re llo 
do problema mixto). Con ello (véase el p. 2), cada una de estas solu- 
ciones generalizadas u (z, £) se representa por la serie convergento 
LE (Qr) 

uz D) 2 UL (i (e (48) 


donde 


Ux (mie cos Y Уау: 


+75] Luto) sen — A t — 2) de. (40) 
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(para el segundo problema mixto 
ГА Tem] e-on 


АСЕ 


+g pem). 


mim ram helh tac» 
hm ffe она, kml, 2, [7] 


funcion 
dientes del 


iones propia: 
mas de contorno para el operador 
tenecen а los espacios Hi (D) y Hur (Dy respectivamente, on 
lecir, pertenecen a 47" (D) y satisfacen ей 9D las condiciones límites 


meom.. EE [E 


en el primor problema de contorno y las condiciones límites 


apanda eo кзз... 


en el segundo problema de contorno ¡para s> 1. Recordemos que 
Hie (D)=H' (D). 

Supongamos también que en ol caso del primer problema mixto 
(44) —(45) QEH (D), YEHZ' (D) y f pertenece al subospacio 
55" (Qr) del espacio Н"! (Q;) que se compone, cuando s> 1, de 
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todas las funciones f€ H'7' (Q), para las cuales 


fle, 
Cuando s=1, fl (0) = B (00) = La (00. 

AL examinar el sogundo Problema mixto (44), (45), (47), supon- 
diremos que ŞEH’, (D). YEN (D) y f porteneco al subespacio 
Hg (Qr) del espacio H'"'(Q;) que se compone, cuando s>2, 
i odis as tancias 1€ H'7 (Qr), para las cuales 

a Pala 

нена P 
Cuandos--2, HÊ (Qr) += Î r (Qr) = I1 (Qr) ; para s= 1 H3 (Or) = 
= Ry: (Qr) = Li (Qr). 

En este punto demostraremos que de acuerdo con 
hechas las soluciones generalizadas de los prohlemas mixtos pert 
песеп al espacio И" (07) y, para s suficientemente grandes, son sol 
clones clés 

"THObwA 5. Supongamos que pare un cierto s 2-1 D € C* en 
el caso del primer problema mizto (44) —(40) q € НУ (D), V € HF (D), 
ГЄ BI (Qr), y en el caso del segundo problema mizto (44), (45), (47) 
e € Hir (D), y E HI (D), ГЕЙ (Or). ee dé Mri (0) 
conver] 2 H* (D), uniformemente según t € 10, T], hacia la solución. 

lisada u (x, £). Además, para cualquier pi... la 
serie obtenida de (48) mediante la derivación término término a respee- 
to a t, realizada p veces, converge en Н""? (Dj), crio según 
шч Th V para todo t € 10, T] se verifican desigualdades 


i 182 EIAS M 


<C elo e mt o 69 


La afirmación del teorema de que una serie obtenida de (48) 
mediante derivación término a término respecto a t, realizada р 
voces, converge uniformemente según t € 10, T] en M? (2), р = 

a, significa que para cualquier £ € lO, 7] la subsucesión 


la (t) va (2)) lo, en D, de pésimas derivadas 


delas toas Y S 


respecto a t de las sumas parciales de la serio (48) (cada una de estas 
sumas parciales pertenece a Æ? (0) converge en AH" (Dj) y esta 
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convergencia según t € 10, 7), es uniforme, es decir, 


x 
v 4 Un m ы 
КО) PE 0 para M, N= oo. 

Entonces, tal sucesión de sumas parciales do la serio (48).con- 
verge también en H* (Q7), y do la acotación (51) so deduce la desi- 
Ка 

йө ap С co le s MM о), (52) 

De esto modo, es válida la siguiente afirmación. 

conoramo i. Supongamos que para un cierto з > 1 OD € C* 
y en el caso del primer problema mizto (44)—(46) y € M(D),y € 
EHF (р), 1 € H7. (07), yen el coso del m! problema mizto (44), 
(45), (4) q € Huy (0), € EHW (D), 1 € HS (Qr). Entonces, la 
pr RA URGE А dea 
у la serte (48) converge hacia ella en Н' (01). Se verifica, además, la 
desigualdad (52). 

Para todo p = 0, . „з — 1, la función фу tiene su traza on 
Dy gusiquiere que son ¢ € 10, 71, y la serie obtenida do a sere (48) 
medianto la dorivación término à término respecto a f, realizada р 
voces, converge en H'7(D¡) hacia Alo. uniformemente sogún 
1610, T]. Puesto que, para p = s la sucesión de las sumas parciales 


de la sorio J у (Un (0) va (2)) | р compuesta de las trazas on 


D, de las funciones 


„ también, pertonecientes a ^ (Qy) 


convorgo en (Р) (uniformemente según £ € 10, TI). entonces su 


límite, para todo £ € 10, 7), puedo llamarse traza en Dy de la 4-i- 
ma derivada respecto a £ de la solución generalizada u (т, 0). 

Antes do proceder a la demostración del teorema 3, demostremos 
la siguiente afirmación auxilio 
ТЕН“ (Qr. a2 


hie ffe Dede 


J, Y g € La (D), entonces, la función 


pertenece а Не (0, T) y se election las igualdades 


= fA eman, окре 
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Puesto que para p=0, 1, .-., q € Lı (Qr), entonces, on 
vista del teorema de Fubini, para casi todo £€(0, Т) las;funciones 


ga) jÎ son integrables en D, y las funciones 
۸۳ س‎ | PL tas, p-0, 1...0 


(9 (= у), son integrables en (0, T). Ya que, además, 
(utres [E 
entonces (OE OAT), po, 0 
Para una función arbitraria n(z, t) C* (бу) 
| d -rj fe, n GA asar, 
r 


» т 
por osta razón, siendo arbitrarias n (9С © (10, Ti) y m (z) € Ёз (D), 
e verifica la igualdad 


ЕРТЕ рч] тога. 


El conjunto Er (D) es siempre donso en Ly (D). Por eto, la última 
igualdad tione también lugar para ny € La (D) arbitraria y, en par- 


ticular, para m, = д. De este modo, para toda y, (t) Є C* (0, TI) 
т т, 
[баеса | eme pedea 


Esto significa que para р = 1, . la función Je? (f) es la 
solución generalizada de p-ésimo orden de la función A (f), os decir, 
Ж-кө € L, (0, T). Б lema estê demostrado. 

emosrmacios e текм з. Del lema 2 зв desprendo quo 
las funciones у, (t), k = 1, 2, ..., dadas por la fórmula ON 
portenecén al espacio И" (O, 7) y, consecuentemente (véase ol 
teorema 3, p. 2, $ 6, cap. 111), para s > 2, al espacio C*-* (10, TI). 
Por consigulento, las funciones Da, k = 1, 2, <. nn que están dadas 
por (49) y que satisfacen en (0, T) las ecuaciones U — AU, жа fa, 
pertenecen al espacio ** (0, T) у, por tanto, al espacio C* ((0, T1). 


mdi E 
Entonces, en virtud de las propiedades de las funciones propias 
* (z), las sumas parciales sv (z, 1) = J Uh (O) oa (z) de la serie (48) 
pertenecen al espacio H" (Qr) y para todo £ € O, Tl, al espacio 
His (Di) en el caso del problema (&4)--(46) (o al espacio Mig (Do), 
en el caso del problema (44), (45), (47). 
Además, cuando p = 1,.. . s, la función Ê pertenece al 
кь ечен, T pa Чын de, Li ah ыш 
(Dy) (Hir (01). Por esto, según el lema 3, р. 5, $ 2, cap. TV, y 
Te, s кые de ls айлы weis vr Ul 
La (D) y F^ (D), tenemos, para todo t €(0, T], cualquier p ж 
ZO... n s y cualesquiera M y N, 1 <M < N, las siguientes 
desigualdades 


Psy Psy Gy а 
[eet бз 
Zi ls 
-a| X اا‎ tf 
da 
и 
-6 3 ІЫ" | 


a 
si sp es par y 


HER sept 


£625. | 


|м, ор = 
am 
ELE " 
<a 3 rey, 


D 


si s — p es impor. Es decir, para todo t € [O, Tl, cuslquier р = 
Cs, y cuslesquiera M y N, C M < N, 


x PT 
nra A or вә 


Análogamente, para todo ¢ €0, T], cualquier p 
cualquier N >1 


|, 


x6 ll" 


“nop 


m 
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en el caso del primer problema mixto (A, = 0), y 


I, sen. tesi 
а? “ж Ge hop 
eU тб E ea < 


se (Ye X мг CY) 


Фа cl caso de) segundo problema mixto, (y = б-т De este modo, pora 
todo гЄ10, Tl, p = 0, x21 E 


Ha, ee (ertt 


Sumando las últimas desigualdades según p, desde cero hasta s, 
obtendremos 


SIR, (807) 
(54) 


Hagamos ahora uso del siguiente lema cuya demostración daremos 
a conocer más abajo. 


азма, St pera uncierto sz» V IDEC" y € Hig (D, we II! (0), 
ШЙ (Qr) en el caso del primer problema mixto (44) — (46), o bien 
WEH pD) ФЕН": D), ell (Qr) en el coso del segundo 
Problèma mizto (44), (45), (47), entonces, para cualquier рз 


ja serie 
ў ا(‎ 

converge APN teg. TI y 

3 (EP) marc oio ioti [EI 


donde la constante C > 0 depende sólo de Or. 
Debido a este lema, de las desigualdades (53) so deduce que 


з la sucesión |, converge en H1" (D) 
ilo, Th y de las desigualdades (Sij. 


para todo p=0, 1, 


uniformemente segi 
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virtud de da evidente acotación (fU: comet (Ilo + 
"Elbe о na, se desprende la desigualdad (51). El teo- 
roma está demostrado. 

Dol corolario 1 so rupes quo, siendo з = 2, la solución genc- 
ralizada de cada uno de los problemas mixtos en consideración per- 
tenoco a А? (Q7) y, por tanto, es la solución en casi todo punto. 

Señalemos que en las condiciones del teorema 3, además de la 
suavidad de las funciones dadas, se supone el cumplimiento de las. 
siguientes. condiciones 


E NT 
"fl eo бт) 


sho. 


Flan 


(59) 


т 

ži = 
en ol caso del segundo problema mixto. Notemos que algunas de las 
condiciones de este especie son necesarias para que sea válida la 
Afirmación del teorema 3. 

Efectivamente, por ejemple, en el caso dol primor problema 
mixto para 5222. del hecho de que q (=) = u (x, £) lo зо representa. 
por la serio (48). convergente en Z (D,), mientras que (2) = 

Ri]. ‚(и en una solución casi por doquier) so органа 


гд 


por la serie X i| у), convergent en H7 рд, se do 


duce el cumplimiento de las condiciones (56). Puesto que la 
serie (48) converge en H*(Q+) hacia la solución en casi todo punto 


(ж, ) y, por consiguiente, las series à" Ао (2) y 
Y ©», (a) convergon en I=? (Or) hacia An y u, respectivas 


me 
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mente, entonces / = ш — Ди satisface, para 5253, las condiciones 


N= 2 1,0. 


En ol teorema 3 se ha exigido, para s par, la condición odicional 


АБУ, = 0. Esta condición es 
simplificar, mostremos esto para s 

отто 2 Sea 0D € C* V | € P (Or), y supongamos que en el 
caso del problema (48) —(40) Є Ў (D), y € Н? (D), y en el caso del 
рота (44), (45), (47) y € КА, [5 Y € Hip (D). Entonces, para 
P= 0, 1, 2, una serle, obtenida de (43) mediante derivación realizada 
fme inier hrs repete 61 cms ауте 
mente etén СЮ, Т1) asume э e Û dele м GB) и име soci 

prot o. respectivamente, del proble 

Жа бу. (00, D. Con ello, pores = 2 se verifican las desigualdad 
4S1), cualquiera que sea £E V 

Tn vista dol Teorema 3, basta demostrar esta afirmación para ls 
condiciones. iniciales homogéneas: y = 0, ф= 0. 

Puesto que para k> 1 


realidad superflua. Para 


uU 0-75 10 m yY-Xü-9é- 
E 
-pi Û item m Rune 
= | pe VR ne 
узро уа (тур| iem Y7Xxt-94. 


UN) =h (04-0. (0= 
=h (0)cos Y^ Ttt | atos V =T i—i dn 
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entonces, " 
MULO <const (no tor] (rar). 


ТАО сооп (120) +r ids), 


H 
(Us (0? const (120) +7 { (mar). 


Y como, en virtud del loma 2 y del hocho de quo f pertenece al espacio 
H (Or), las seris Y) Û О: ёсу St f£ (€) convergen uniformo- 
gún t Є [0, 7], entonces, do las desigualdades (53) y (54) 


io la valider de la afirmación que vamos a demostrar, 
Señalemos que si / = 0, de la correlación 


[ETE (SEF +o) = 


$) em VIRI m V To VET 
а 
+ son И Гаа V Pra Teos УТАТ 091 
<= Hale olst) а 


ве deduce que para las soluciones, cualquiera que son ¢ € 10, 7), 
tiene lugar la igualdad 


| (eet) vute ор) are | was 


quo so denomina «ley de conservación de la energias. 


эман, Son АРЕСТ! у парата que ol cine dii pró- 


Mena (44) 65) «єнї (oy, pen (o, rel en, 
y en el caso del problema (44), (45), (47) pE ao, 


»єнї р, pea o). кыша, la serie (48) converge 


en СД) y su suma u(z,1) es la solución clásica del problema 
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correspondiente. Además, se verifican las desigualdades 
[M 
+ 


vrxosmmacion. Puesto que др Є CÎ, las funciones propias 
generalizadas гү (z). р, (2), - . - del primero y segundo problemas de 
contorno para ol operador de Laplace en D pertenecen al espacio 
HEY" (0) y, por tanto, en virtud dol teorema 3, p. 2, $ 6, cap. III, 
al espacio C* (D). Por eso, las sumas parciales Sy; (z, 1), N = 1,2. 
de la serie (48) pertenecen a С° (Or). 

Según el teorema 3, p. 2, $ i, 
para todo t EIO, Ту! < А emos. 


ISS фр, + 69 |р + 


ae So, <C (15950 РНЫ 


111, y lo desigualdad (59). 


Sol iis, Hi 


کارا 16+ 


SS: 


ES 


Men 
de donde proviene que 


MSS e У OX al (oe 
Em 

Conforme al lema 3, las serios de términos comune 
(SE p, 177, p=0, 1. 2 convergen uniformomente en 
10, т, por lo que la serie (48) converge on €). De sto. 


modo, иЄС* @{). Según el teorema 3, p. 2, $6, cap. Ш, рка 
p-0 4,2 


AS 
<e mg 2R 


q "apt, 
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Por esta razón, las desigualdades (60) se deducen de las desigualdades 
(60) en las que re [4] + 4 + р. El teorema queda demostrado. 


DEMOSTRACION DEL LENA з, Es cómodo realizarla en dos etapas. 
Primero eatablezcamos su validez cuando f = O, y luego, cuando 
PETRA 

Sea {= 0, De las fórmulas (i9) se desprende que para todo 
LEIO, TI yk 1, 2, ... (en el caso del primer problema mixto) 
Y 2 2,9, . .. (en el caso del segondo problema mixto) 


IO Sil. 
y en el caso del segundo problema mixto 
I. Ops imi TIS. 

Además, para todo £E10, 7] tenemos 
аі P pma. аз... 


cualquiera que sea p = 1, 2, . . (si û, = 0, entonces (h)? = 1). 
Por lo tanto, para todo £ €10, ТЇ 


BU V ia cata Htl 


cualesquiera que sem k>! y p, 0<p<s. Por ello, la afirmo- 
ción del lema 3 (cuando /=0) se deduce de lu convergencia do 


Jos sores muméricas Š «Ерда y Daft у do los биш 
dades Е 


ELI 


оп Jas cua les la constante C > 0 no depende ni de q ni do y (teorema 8, 
р. 5, $ 2, cap. ТУ). 

Para demostrar la validez del lema З cuando q =} ~ 0, nos ha- 
rán falta varias afirmaciones auxiliares. 

Lema 4. . Sea 0D 3 C. Entonces 


1) Si la función f(z, t) pertenece al espacio Ht (Qr), 922. 
para cualquier p. p=1 „ EL pertenece at espacto П? (Qr); 

2) si la función f(z, t) pertenece al espacio I! (Qr), 9 > 2, 
para cualquier p, р=1,..... Фуу pertenece al espacio ЙЧ (00). 
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Para demostrar la primera afirmación del lema es, en realidad, 
suficiente establecer que зі GClI*(Q)) y б\г, 


Gil, =0. 
ra demostrar ln segunda afirmación basta mostrar que 4 
ВЕН) y |, =0, entonces E G, Ir, =0. 
Demostremos la primera afirmación. Como Gir, =0, tenemos, 
para cualquier i, 1<i<n 
i батага = =, ا‎ Gne dz dte — | Gm, dzdt, 
r ir r е 


dondo y оз una función arbitraria de С? (Ог) que satisface las condi. 
ciones n lo, = 1 o, 0. Por otra parte, para cualquier 1, 1 < (Sn, 


| Copas ar $ Cie, dedi, 
T 
donde ny es el coseno del ángulo entre la normal (exterior) a Ге y 
el eje Oz, 
Así pues, para todas las funciones y € C* (f) que satisfagan las 
condiciones 1 lan, = 1 | өр, = O, ке verifican las desigualdades 
{ са а5 0, 1-1, 
tr 
Cubramos la superficie cerrada Î, con un número finito de bolas 
(ablortas, (n + 1)-dimensionales) V, ..., V, de tal manera 
para todo j = 1, ..., m se halle un námoro 1 1), 1 < 1 <m 
tol que on fy, donde Try Tr П Vj sa que ln función 
| uu, (2) | > 0. Tomemos un cierto j, 1 <j < m, arbitrario y uno 
función arbitraria n (z, £) € È (fz), prolongada (en Гу) por cero 
Faora de Ту. Do (04) зе бле qué S oon ve 


B Ста) пбх, 045 dt 0. 
Й 


Puesto quo el conjunto de funciones my (s) n (z, t) es, para 
m (z, t) de C* (Fry) arbitrarias, siempre denso en La (T'zj), entonces 
Gi | rr, = 0. Por consiguiente, б, | r, == 0. La primera afirmación 
quoda así demostrada. 

Análogamente se demuestra la segunda afirmación. En efecto, 
como E |r, =0, entonces para toda NECE, alo, = no, =0, 
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tenemos 
и finnu] VG vw dz dt = 


== YG,-Vndzdt. 
Por otra parto, y 
4 sarnana] o Diiia 
ir d 


do donde 
i бел4за—0 


para cualquier NEC? (P). Por consiguiente, 32|, =0. El lema 
está demostrado. Я 

Lexa $ Si дБЄС* y la función f(x, t) pertenece al espacio 
Fy (Qr) o bien al I5, (Qr), para cierto q >2, entonces, para cual- 
quier £€|0, T) y p=1,....q—1 la traza de la función Fr en 
D, pertenece a Hg? (Dj) o. respectivamente, a НЧ”! (D). 

Sogún el lema 4, poro demostrar ol lema 5 basta domostrar la afir- 
mación siguiente, Sila función G (z, £) € H> (07), entonces para todo 
ГЄ, FF ю tiene G lo, € I (D): М GEI О) y Gir, = O 
entonces para todo t € [0, 71 tendremos С | y, € Й" (Di). 

En virtud del teorema do las trazas (teorema 1, p. 1, $ 5, cap. 1), 
para todo £10, T) resulta quo G |o, C La (D) Y Ga lo € Le 
(D), b d, ...‚ m Tomemos una función arbitraria ' (i) 
de C' (IO, TJ) y una función arbitraria n, (x) de С (D). Según la 
fórmula de Ostrogradski, para cualquier | = 1,.. т 

$ билив = — | Grimey dzdt, (2) 
“ er 


es decir, 


т 
[nto [ Съ) de |а 0. 

Ya que el conjunto С' (10, 7]) es siempre denso en L, (0, Т), y la fun- 
cin [Gy т» + Gan) de pertenece, dedo alma 2, a espasio 
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J (0, T) y, consecuentemente, es continwa en 10, 71, entonces, para 
la función arbitraria n, (z) € © D) 


И Ga dz — | Gn de. (03) 


cualquiera quo sea t € (0, TI. 

Por lo tanto, рага t€ 10, 71 cualquiera, G |o, EM (Di) y la 
traza en D, do la función Gs, (z, f), i = 1, .. ., А, es la derivada 
generalizada do G respecto а zy 

Sea, ahora, G € H* (Q7) y G Îr, = 0. En este caso las igualdades 
(ашыга so veian para сыы función n (s) de Ct D. 
Tor eg; para toda n (2) do C (D) también tionen lugar las Igual 
оз (63) cualquiera que sea t € l 

Según lo demostrado, para todo f € IO, TI, G | o, € I (Dj), por 
1 que para eushquier y (2) € C (Û). а Ja par con акаде (6), 
también so cumplen Tos igualdades 


jenes nonis jns 
Do este modo, siendo w, (z) do Ct (D) arbitraria 


Gran dS =0, 


De estas igualdades se deduce (véaso la demostración del lema 4) 
que on ol contorno AD, del dominio D, la traza de la función G (а, | p, 
es nuls, El loma está domostrado. 

'astnvaciós. Do la demostración del lema 5 provieno inmediata: 
тб guo ө válida Ja siint afirmación. Si OD EC! y f (e, YE 
€ I? (Qr), ontonces / | p, € H°- (Di), cualquiera que sen t € (0, 

2 una base ortonormal del espacio Ly р, 
ción G (s. 1) € La (Qs) es válida la igualdad 


2 il Gi, nn (2) dz)" dt =G а 


Puesto que para casi todo ¢ € (0, 7) la función G (z, 1) € Lx (Di), 
entonces para estos valores do ¢ 


3 G б, nn (dz) =G (2, Ова 
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Integrando esta correlación en (0, 7), do acuerdo соп el teorema. 
de Lovi, obtenemos la igualdad necesaria. El lema está demostrado. 

Pasomos ahora a la demostración del lema 3 cuendo q == y = 0. 
De (49) y (50) tenemos. 


=f [1 э (sen УТЫ] (Hd, 1, 2... 

ч (49) 
(мы a gano, proble misto 0,0) = yh | (9 ** 
хе dde ds). 


Supongamos al principio que p=0. Puesto que las funciones 
1 y va pertonecen al espacio Йу! (Qr) (o bien Ig! (05). 
y Абр, = pora cualquier gem. ... (9/2), entonces, si 
3-4 es par, pora todo TETO, TI 


II 0 
NT) 1,98 


va (2) sen VTA] ((—1) dz dr = 


-- ДЫ a Tjin, sn (2) en VS] — +): dema (). 


dondo 


ао Аа jeg D 


He 9m (2) ds) 


1 

<r j 0] ^ 
Ya que Ауе). en virtud del lema 6, la serie numérica 
3 pgs 16r, toy (2) dz dt convergo у 


(æ, t) (2) dz)" dt. 


3 (fa re онаа 


= 
3 (77 fp ardt С ца 
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Por consiguiente, la зене Ў Zt (£) converge uniformemente en 
юу | $ 
2 ROTC eno CT terior 
Cuando s—1 es impar, 
[TAE 
کا و‎ are axe Ek 


" 
"cot AT fis ota) dcos V [Ta] (t— v) dem 


= 


ШЫ! a Fre, otra 


TEA Ha, бо, (2) de — 
1 m 
E утә [T AT fs dn (2) dz Јас 


онаков оо = ш, 


donde 


er] ле, on naf, 
Я 
or [ro Ona de |. 


орет f (j S e бнаа) 


ТЄН! (Qs), por eso, para todo 2610, T] se tiono 
AT (2,101.00) y 


& " 
ПА ftz, lila psc сова (A # f(z, t) inep 
xeonst [1 eno y. 
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Por lo tanto, la serio Š 18208 converge uniformemente on 
10, T] y 
ОРС ост 


Dado que para toda función G(z, 991 (Qr), siendo |t —t |0, 


PELO, TJ, ГЄ. TY 


[I E S i Giz, x) G, (к, v) dade o(1), 


Jo que so debe a la continuidad absoluta de la intagral, entonces, 


ln función }А Т Уо, es continua en [0, Т). Por lo tanto, para. 
todo 100, T] 


FAS 
3 (ja re naam 
I 
3 

1147 аро CIL Menos 
«on la particularidad de quo, de acuerdo al teorema de Dini, la sorlo 
Sn el primor miembro de esta igualdad (en vista del loma 2, lo tér- 
Finos de exta sorio son continuos en 10, T] converge uniformemente 
en 10, 7l. De aquí se deduce que la sorie PE converge unl- 
tormemento en [0,7] y 


PLI 


61,00, por lo que, según ol 


i k ¡Pre omita 


sk 
=a Ê esp CIT: 
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Asi pues, la serio Ж [9 (t) P. converge uniformemente en el sog- 
mento 10, 7] y 


b [ET rete" 


——P 


y su suma 
ES 


La afirmación del loma 3 para р = 0 está demostrada, 
Del modo análogo esta afirmación se demuestra para p = 1, 


1 РО а 
ROET) at (stre Qo (dz), 


Ў Б, igual que la sorie j 200, converge uniforme- 
mente [0, 7] y 


PLI 
Cuando s—1 es impar, 
PA 
e 


aci 
oar uf LA re ger VAT (rt 


+ montanas sesos E 
(Ese VET [ler Or tarde 
*j к 
ойо, ш. 
Puesto que 
Wege (fA rc, ontaz)", 
А 


Hel, пуа (2) sen V [Ta] (6—1) de dr) = 


овет (j aP s gn ne) dn 

entonces, los series Š УШР do mismo que los series 3x 

X (RP (y), 12, 3, y, por tanto, la serio $ Bo convergen 

uniformemente on (9. Tl y " 
PUDE 

La afirmación del lema 3 


Son, ahora, p > 2. Dado q 
ción diferencial 1; — MUn = 


t4 demostrada. 

función U, (0 satístaco la ecua- 
cuando p es par, 2<p<s, 
á 

a nee Messe ЧИ 


y cuando p 


impar, 2< ps. 
EA bise 78 


rmación del lema 3. para pes cualquiera, 
mprobamos que, para todo q, «cq«c«—2, 


EUN 

Tae 
Por esta razón, la 
quedará demostrada, 


la serio J} МС?" (S) converge uniformemente en 10, T] y 
ione logar lo desigualdad 


D rtm (E) SC iero,» 


en la que la constante C > depende sólo de Qr. 
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Cuando s — q es par, en virtud de los lemas 2 y 5 tenemos para 
cualquier ¢ 10, 71 


wy (2) de (0 


ZL E H' (Qs), entonces para cualquier t€ (0, T] X 
xa FEA ет) уь función ja F^ A 


“== 


tinua en (0, 7]. Por eso, la serie 2) FU converge uniformemente 
en 10, TI y 


E 


oy <C Mieren 

Sea s — q impor. Entonces, para todo £ € (0, 71 

pP 

"wt AER Phe o (a) a VTRTR O 


=i 


Puesto que A 5. FL EMS (Qr) (o bion Z* (Qr), entonces, en 


vista del loma 5, para cualquier гє, TJA Y. 2A e t(D) 
(o bion H'(Dj), con la particularidad do que la función 
Ja P lg, es comino oa (0, T). Yo que para todo 
260, 7) я 


хоор * rap 


E 


$2 promemas эйхтоз E 
entonces la serie У) 0) 12а +1) у, con mayor razón, la serio 
РЯ FWI | convorgon uniformomente en I0, 7] y 


Уо] 


SC. 


El loma está demostrado. 

Como ya indicamos, sin las condiciones del tipo (56), (57) (en. 
el prior problema mixto) y 33) (30) (en e segundo problema mizto), 
impuestas a las funciones dadas, los teoremas 3 u 4 no son válid 
No obstante, si queremos establecer la suavidad de las solucion 

joralizadas y no la convergencia en el espacio correspondiente de 

Че de Fourier, las condiciones (56), (57) y, respectivamente, las 
(58), (50) pueden ser considerablemente debilitadas. Examinemos, 
por ejemplo, el caso del primer problema mixto. 

тковнмл s. Supongamos que para un cierto #>1 OD&C'. 
vel), WEHD), [EMOS y que se han cumplido las 
siguientes eondictones de concordancia: 


" NP NM 
ре [a dee X АРТ] оо (09 


y para s>2 


=... =f al lao, =0 e» 


(consideramos que para <O Y a0). Entonces, la solución 


ТМ del primer problema misa (6000, perience 
a И" (Qr). 
Las condiciones do concordancia (04) y (65) on el teorema 3* tienen. 


ln forma 
lon «0, 
cnanda s ~ 4, o bien la forma 
bo ba 0. 
cuando s = 2, o bien la forma 


Фото =0. (4940. 
cuando к=3. 
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Ya que FEH (Q7), өп virtud de la observación al lema 5, su 
Araza flo, pertenece o H3 (Dj. Por lo tante, para >3 cual- 


252] existe una trozo, APT. 


quiere que sen ¿==0, 
E 
x |„ que pertenece a 0220). y para s>4, cualquiera que 


[4] -2 existe una, trana al tL. 


Cuando s = 2, la afirmación se despre 
3, Bomosirómosla para s 7 3; cuando s > 3, la demostración es 
misma, 

Junto con el problema (44)—(46) examinemos el que sigue: 


se (m0, . 


Pu Mim fu (60) 
эы». (67) 
ve leo Af loe (68) 


xistencia de la solución 


Las condiciones del teorema garantizan lı 
generalizada v (z, 0) del problema (66)—( 

io 2 al teorema 3, la función v (z, £) per 
solución en casi todo punto del problema (66) 
vu. 

La función 


wiz, t) eo). | vta mies 
pertenece, ovidentomente, a H* (Qr) y 
Sw-Ve ] vola, ddn wmv. 


En virtud de que v es una solución generalizada del problema (f6)— 
(68), la función w satisface la identidad integral 


[mima fae ndr f fmdrar (09 
» 


e 
para todo y € А (Qz) que satisfagan las condiciones 
vlo=. тї, (0) 
Sea «€ C* (Ог) y que satisface las condiciones. 
nla, ="elo,=0, nie 0 an 
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Entonces, 


4 (шута) dz dtm — | (Vie Vn wu) dz dt — 
А & 
сани! (уез ато) ага 


+ i (ag) de 


[mea — f теа [ таг. 
$r LI 
Sustituyendo estas fgualdados en (00), obtenemos 
| (uw vm отда dt = [ yu dr [Ide dt. 
а А êr 
Ya que para toda función E (z, t), que pertenezca a С? (у) y qu 


condiciones (70), existe una función n (z, 0) (que pe 
@,) y Y satisface las condiciones (74)) tal que $ = 


- (n (z )-— 


E (z, 1) dr), entonces la función w satisface 


idad Integral 
a f staet f Каа 


ага cualesquiera E (s 0) que pertenezcan a C* (бт) y que 
Ti condiciones (10) y; por Jo lanto, pera cuslcsqulen E 
que satisfagan las condiciones (70). En vista do la unicida, so 
lu generalizada del problema (44)—(46), w == и y, consecuento- 
mente, э = ш. 

Asl pues, u € HP (Or), us € И" (Or), Dado que и es una solución 
en casi todo punto del problema (44)—(46), para casi todo t Є [0, 71 
la función и (z, t) өз la solución en casi todo punto del primer pro- 
blema do contorno para Ja ecuación de Poisson 


Auf 20, ul =0. 


donde f, = (f + ur) |, Puesto que, según el corolario 2 del teore- 
+ ши Lo, = Pe | o, € H (Dd, entonces f, € H (Ру) y, de acuer- 

do con el teorema 4, р. 3, $2, cap. IV, para casi todo t € [0, T] 
ze 
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шей) y 
[E 
const ноо [ча Поко 
&coust l| нле + Bars + Ae + Moo + 
Melius, 1 const ti Дацо Ф cn lomo 


Por consiguiente, u € Н? (Ф). El teorema queda demostrado. 


$ 3. Solución generalizada 
del problema de Cauchy 


En la bonda Пу = (z € Ra, 0 < t < Т) oxaminomos, para ciot- 
o ы estin Mieten * 


uu — div (k (фу u) + a (2) u =}, 0) 


donde k(z) EC (t), а (s) EC (t). inf k(z)mk 0, sup x 
E Jh, 


X (e) = k, < оо; vamos también a considorar que a (а) > 0. 

Та nein (2,0, que portenece C^ П) П C' (Itr Û б = О 
во Iama solución clásica del problema de Cauchy para la ecuación 
en la banda Пу, sien Пу olla satisface la ecuación (1) y, cuando £ == 0, 
las condiciones iniciales. 


ule 0(2, @ 
wele = (e 0 


Dosignomos mediante Or, (para R> 0 arbitrario) un cilindro 
Па, 0<t<T), mediante Sru su superticio lateral 
Jz] = A, 0 SET y mediante D s, v € 10, 7), ol conjunto 
la I'P, tg): n particular, De, x os la base inferior y Dr, m 

la superior del cilindro Qr, n- 

Sea u (z, 1) una solución clásica del problema de Cauchy (1)— 
(8) en la banda П, о para un cierto 5 > 0, con la función / (z, i) 
pertonecionte, para todo А > 0, al espacio La (Qr, n). Multipliquo- 
mos (1) por una función arbitraria v (z, 0 que para cierto Re = 
= В, (0) > 0 satisface la siguiente condición: 


об. DEHOr ы). vi 


=0 en Tr^ Or, ns 


vior, m20 =0, в 
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e intogremos la igualdad obtenida en lo banda Il,. Valiéndonos de la 
fórmula de Ostrogradski, obtenemos 


Í (KY u Yu-+auv— uwi) dz dt == 
tn 


MELLE 


(en esta igualdad la integración se realiza en realidad no por toda la 
hondo П» y por el plano {z € R,, £ = 0), sino sólo por el cilindro 
Qv. A. it a ham faece Di n, гората мае) 

Sea /(а, 1) C La (Qr n) y sen ¥ (2) € Ls (| ¥ | < Н) para todo 
R >0. Introduzcamos la siguiente definición. 


cualquier А > O satisface la ideni 
isfacen la condición (4) 
, además, la condición inici 


> 0, satisface. 
as condiciones 
= y cualquiera que 

Más arriba ya se ha mosirado que una solución clásica en Treo 
(siendo 8 > 0 arbitrario) del problema (1)-—(3) con / perteneciente а 

j.n. n) pora todo f > O, es la solución generalizada en Il, de 
dicho problema. Análogamente se demuestra que Ja solución en casi 
dodo punto del problema (1 (en TI) es también la solución ge- 
neralízada (en Tiz) de este problema. 

Igual que en el caso de los problemas mixtos, es fácil mostrar 
(compáreso con el lema 1, p. 1. $ 2) que si Ja solución generalizada en 
Tl del problema (1)—(3) pertenece а И? (Оз. к) рага todo R > 0, 
entonces será la solución en casi todo punio, y al pertenecer a 
© (Tr) N C' (Is U ft = 0), será la solución clásica, 

Demostremos, ahora, el teorema de existencia y wnicidod de la 
solución generalizada del problema (1)—(3). Para ello nos hará falta 
Ja siguiente afiemoción auxiliar. 


Tomemos un número y> VÀ (k = sup RO) < ee). Sea и un 


húmero arbitrario mayor que 7, y sea 27 un punto arbitrario de Aa. 
Designemos соп Ky,z(2"). donde TE(O, 7], un como truncado 
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(laz <y (60. OSE dispuesto en Tr, con Ty, y (2°) su 
superlicio lateral, Fe, (2) =(]2—2"|=7(4—0. 0 tuc D), y me- 
diame Du и) el conjunto [229 (А0), 0-8), 
00% c (entonces, Do, y, (9) y Di yv, (°) son las bases inferior 
y superior del cono). SLE бз el origen de coordenadas del espacio A, 
fero Коца) = Ki (0) o desiguaremas рос Ka, y y la superficio 

wx): por P. x En esto caso, De yu, vum Y, en pare 
tia Do Y Dr, er son las мә fnere Superior del 
cono Ku, r. 

LEMA t. Supongamos que para ciertos t> T y "ER, la fun 

ción ue, CH KG) los, ye ™= Y 


(к (2) ўы + aus — uq) dz dt =0 6) 
DX 
para todo v que satisfacen la condición siguiente 


VEN (Gs r(2)) 9m en MN Ki rrt). 
"lor y-n, vie, тоо 0. 

Entonces, u == 0 en Ky, e (¥). 

Es evidente que la validez del lema 1 es suficionto establecorla 
para 2 = 0. 

Tomemos v € 10, Т1 arbiteario y oxaminomos en. Ky, y la fun- 
ción 

dini [re йй on Кы 
0 en Ke Ka, se 

donde 


оа = soil e 
MEN 


(= 6(2), |z| „ es la ecuación де la superficio Tu, «U D», yu.) 
[rre dde tir e 
para cualquier v'é[r, 7] y las derivadas generalizadas de la lun- 
ción v tienen la forma 


tn 
E ( | уң, zdreu(z, 0()) VO en Кы, [Ш 
° on Кыты» 


—u(s t e Kus 


um @ LS 


[] 
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He aquí el modo más fácil de convencernos de esto. Puesto que 
uje IF (Ki, y), existe una sucesión un s = 1, 2, . . ., de funciones 
de C' (Ki, т), convergente en Ht (Ky, y) hacia u. Examinemos la 
sucesión. de funciones оу, vy, . . ., pertenecientes a C! (Ki, r) 


E 
"i 9 (io j шма, Dds eno Kaw 


9 en KK 
dondo t, (f) es igual а 1 cuando t«v (1—1/m) y es nulo cuando 
t. (GO, 06610-90, +00), | 52| сут. Para 


cualquier ¥ Eft, T] Valeu, Ur, quem. Mostremos que Ja 

sucesión Vm, m» 1, 2, ..., converge en H'(Kw, т) hacia v. Efecti- 

vamente, es evidente que la sucesión va, miei, 2, ..., converge 

bacia v on L, (Ku, т); la sucosión Von, mei, 2,. 
«e 

(O Û ты, ndr t (us (e. 0(2))V0 


Е 


° 


converge on La (Ki, т) hacia una función vector Vo, prefijeda por la 
fórmula (7) (os docir, (от), — 04, 1 = 1, . . +, п, cuando m оо), 
y como 


суг 


(j me, ay aca 
fes im d 
«con 
Ki OK om 
<r] | (uude fO  mdsdi]=0 
Kat Ка, УК aea ale) 
cuando т = оо, entonces la sucesión vy. Var, «<. 


(z, z) dr des 


m 
o (eme ARO Û ааб ds en Kas 


0 on Ky rne 


үндө on La (Kiz) Bacia la función on projada por la fér- 
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Sustituyondo la función v en la indentidad (6), obtenemos 
d ууа (z, of sees 2)dsdz dt. i- 
І +1) ktaJu(z, 90) vu(r, VOA di— 
À — [адпра $ uudedi=0. (® 


Dodo que viry, sube, yi 0s 


Генаш d | arare. u 
кыз Dev 


Puesto que ио, vy, 0, por analogía tenemos. 


j ш\л, 0(2)) dz. 


Como 
С 
ТЕ 
кол 
э» p 
- jj Vu(z. o уч. 3)dsdtdz»- 
"э 


2 E 
- I E vutz, t) | uz, 2) йй 
СЯ 


eds T Valz. f) і уч. гуй:йїйх = 


= f o| j ves пара 

mw 
- Í so] we neos 1)dt de dz, 
D 2 
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entonces, conforme a (7) 
“э 
ома 0 Û тибе, deat az= 
кыз d 


e 
"i ont] Vute, parf az= 
-+ рә | vue, niteat, гууз — 


К 


m 
—2ulz, (e) | vu(z, Пааа, O(a) OF] d> 


> j ket. 0) VOVu(z, drat 


Wen 
=y | me, (2) vo paz. 
p 
Por eso, 
ss 
f vue, о | vut, nara 
кыз i 


+ оноо, Oir) Vu PO ава 
ч 


> | жзнд, Ol) VOF dr > 


>-3 | ae owd qm 

Sustituyendo las correlaciones (10)—(12) en (9). oblendremos 

Ja dosiguldad (142 | паба, ME) dr<, de In cual se infiere 
cn 


«ёл. чуйе—0, de donde, por ser <€(0, T) arbi- 


Del lema 1 se deduce inmediatamente el teorema de unicidad de 
izada para el problema de Cauchy (1)—(3) y, por 
idad de la solución en casi todo punto y de la 
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rents 1. EL problema de Cauchy (1)—(3) no puede tener más 
de una solución generalizada, más de ила solución en casí lodo punto 
y más de una solución clásica, 

Sean u, y из soluciones generalizadas (y, en particular, soluciones 
en essi todo" punto) del problema (13) (f € Ls (Ог) PE 
La (1z | < R) para todo R > 0). Entonces, su diforencia u — in 
асе las condiciones dol lema 1, cualesquiera quo sean & > 
y 2 € Ry. Por eso, ш = uy 

Эш Y э son soluciones clica dad problema (i -() su die 

roncin u, — iy sorá la solución clásica dol problema (1)—(3) con las 
funciones nulas f, e y q; por ello, u, — u es la solución goneralizada 
у, Dor tanto, uy == uy. Él teorema queda demostrado. 
IP (a IS йу, v La (leis R), [€ La (Oris) рага todo 
бато, рага cada m, m1, 2, ..., una función Em (s, f), 
lamente diferenciable on fp, que es igual a 1 еп Kenz, т, Y 
nula en Пе Kumeszar,r Y dosiguemos modia (2:0 una 
solución genoralizada en el cilindro Qr, sm іту dol sigulonte pro- 
bloma mixi 


шы div (# (¥) Vip) + а (2) tm == fon (2, 1), 
nin, ur = Pn h 
кй, mery Pa (9 a9 
ner, ey 0 


donde Pm (z) = ф (z)En(z, 0), Ф (2) 
7|; etu. 0) 
а Н! (Qr, umen), 8 
У pora toda y de Л (Qr, sis egyry) para las cuales vior, олту =0 
Y ls, м ыуту =0: satisfaco la indentidad integral 


буриб, fnr. Dm 
lo significa que la función u, porlenoce 
ace la condición inicial lon, ps yyy 0s 


(iz) Vus Vo + ausi — ич) de dt = $ Inv dz d+ 
rien rime 
+ f me dn met, 2... (% 
оо, uson 


Dado que ea € Å! (Do, sees) (ФЕ (Dasani) у es mula 
para 8(m +) Тү <| | < B (m2 1) TY), de acusrdo con el teorema 1 
«del párrafo anterior, las soluciones generalizadas и, exi: 

Tomomos un punto arbitrario 2 € f, pura el cual |2" | = 
= (Sm + 6) Ty y sustituyamos en la identidad (14) una función 
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arbitraria v que satisfaco la siguiente condición: 


vEHHKar, ri) 0=0 en IN Ker т), 
vio, pe =0, virer, e) =0 


(o s, dificil comprobar que esa función y pertenece a 
(Огни) Y que cus trazas ва Dr, цените Y Ss, рну son 
nulas). En virtud del lema 1 resulta que um=0 en Kar, 7(7). 
Ya quo чё es un punto arbitrario de una colera n-dimensional 
ИШЕ) Тү, 0-0), entonces u, =0 өп la capo cilíndrica 
+5) Тү< || < Gm 7) Ty, 077). 

Designomos con un (r, 0 una fupción que os igual a шиба. D 
en Qr, өүү Y es nula өп TIPXOr, өзөт, m=i, 2, 
dontemonto, la función an, m=i, 2, ..., pertenece al nd 
Hr.) y 


p as) 

cualquiera que sea R >0. 
'omemos una función arbitraria v que satisface la condición (4) 
Фа la cual А, = Л, (0) > 0. Si Re n. (Вт + 7) Ty, se puedo susti- 


tuir lu función v on (14). Y como um (т, 1) e (2, f) oh Qr. amen тт, 
resulta que 


jJ Us To + айо — qoi) da dim 


Ы ой. (10) 


_ Boa Ry>(8m+7) Ty. Puesto que iam ца ба Or тутуту Y 


52 еп [Ies Qr, (amay (0n Qr, emer s т, (зө оту ln == us Û), 
entonces 


{| (Tn Ve + rm iui) de dt 


= (ua: Vo Faun — ar) de dt. 
or aaar 


_ Tomemos una función a(z), indefinidamente diferenciablo en 
Tîr, que es igual a 1 en Qr, gsm+syry Y ёз nula en TX Or, comentes 
Sustituyendo la función viz en (14). obtenemos (um=0 оп 
Qr, amen Or. emt Im ZÛ en Пг Or, amsor Y Фа =0 өп 


ЕЯ CAP. v. BCVACIONES MIPERDOLICAS. 
(Пер @т +4) Ty 


(Vu: V ашар иад) dz dl = 
Or roy 


(un V (Èn) + aan (06) — 


Qr, masiny 


Sim (dde di $ Inodedi4 Û mle), ©. 


De esto modo, la función Tm satisface la identidad integra] (10) 
misra que sean v, para Jas cuales se cumplo la condición (4) 
con cierto Ra = Ra (v) > 0. Por consiguiente, la función ûy, es la 
solución generalizada en Пу del problema de Cauchy (1). con 
о la 


so Vene üw = Üm еп Конт, т, y, por lo tanto, өл От, атл, Ty 
Quiero decir, que la sucesión de la Жы б... Converge 
en casi todo punto en Пу, hacia una función и, con la particularidad 


de que para cualquier A>0 existe un número N= N (R) (N (R) = 


e [ ЫП) tat eem беди = й„ = ив para todo m > А, 
De (15) y (16) so desprende que u |, = q (cualquiera que sea A > 0, 
pora m > (R) Gp q en Don у Ym = im dos gm U log. o) 
DU satisface la identidad integral (5), cualesquiora que sean v para 
las cuales fuo cumplida la condición (4) con cierto A, = А, (0) > 0. 

Por consiguiente, и ез una solución generalizada en Il; del pro- 
Мова de Cauchy (1)—(3). Así pues, queda establecido el 

тюпкиз 2. Si eG) € (Îz l< А), ¥ G) € La (lz |< R) y 
f€ La (Qr, n) para cualquier R > 0, entonces en ly existe una solución 
generalizada del problema de Cauchy (1) 1). 

Señalemos que está también demostrada la afirmación siguiente, 
Рага oroe R > 0 existe tal N = N (H) que la solución genera- 
lizada ш del problema (1)—(3) en el cilindro Qr. y coincide con las 
soluciones tim de los problemas mixtos (13) para Lodo m > N. 

Examinomos ahora un caso particular de la ecuación (1), es deci 
la ecuación de onda (k = 1, a = 0 еп (1)) 


чи — би =}. an 
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Supongamos que para un cierto s> 1 entero y € I (lz | < 
DO) Ай! SEM (Ora) casiquiere que эм 
R >Ò. Entonces, según el їеогеша 3, p. 4 del párrafo anterior, la 
lución generalizada в (2, 1) del problema misto (13) (siendo K zs 
= 1, а = 0) pertenece а //* (Qr mirror) 

Veto is 0) G) ER Do, ama i) 

Ae te Gs 0) ЄН (Do, simi 


Im=tal € Mz! Qn, меат). 


Por consiguiente, la solución u dol blema de Cauchy (17), 
42), (8), gonoralizada en Пу, pertenece a H” (Qs. n) para todo R > 0. 

Asi pues, queda demostrado el siguiente. 
тюм a. Si, para un cierto з > 1 entero, р € H* (|2 | < П), 
ЄН (x 1< Л), f € H7 (Qr, n) Мега que wa Н>0, 
solución generalizada del problema de Се (17), (2), (3) pertenece. 

а П (Qr, п) para todo R > 0. 

Puesto que la solución gonoralizada del problema de Cauchy, per- 
(Qs. à). es ча solución 


n csi Todo punto del problema de Cauchy (17), (2). ( 

Indiquemes que las órdenes de la sunvidad de ciones 
intcinles y del segundo miembro de la ecuación, quo garantizan la 
oxistoncia de la solución generalizada dol problema Че Cauchy o do 
1а solución en casi todo punto, no dependen (teorema 2, 4) de la di- 
monsión dol espacio. 


anterior, la solución generalizada um (=, 1) del problema mixto (13) 
(siondo ka 1, а = 0) es la solución clásica do oste problema. Por 
consiguiente, la solución genoralizada и (=, f) del problema (17), 
(2), (3) vs la solución clásica dol mismo problema. 

Do esto modo, queda demostrado cl siguiente 


+. 1+: 
soma а. St ТЄШЇ (spem. жєн (ud m, 
теп += (os x) para todo 12-0, entonces le solución clásica del 
problema de Cauchy (17). (2). (3) existe. 

А шо de complemento delos teormmas 4 y 5 sobro la existencia 
deis soluaión en ай одо punto y del solución chiste del problema 
de Cauchy (17), (2). (3) demostromos la siguiente afirmación. 
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ER (0) < Е (0) 42 V Даки, r» аву 
donde 
Ee | тиан (9) 
этә 


Dens (In | lx, =з}, 
Ky em [zl R— t, 06), тє{0, min(R, 7). 
Tomemos arbitrariamente < € (0, min (R, 7) o integremos en el 
cono ronedo Куре цаа аб, mul plc реги ен 
j Cuba) dz dt f fudzdt. 
Do эз 
Según la fórmula de Ostrogradski tenemos 
| аира | реа 
2 Са 
-2 fu dzdi, 
4, 


donde T'a, es la superficie lateral del cono Ky, «, e decir, Ty, n 
(left, Осел) y 


EIC 
RIG iva Pyme: Du ji 


[M 


mr va) 


la normal exterior а Ty,,. Ya que en Ig, y. 


es ol vector 


ul] vun oa Ў, eum 
El کچ‎ y -2 اھ‎ ei )- 


EGER» 
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entonces 
EXOSEnO+2 | 1а, 0) 
Ka 
+2 dà f et Iur anat) 
Xs 


20у 


b РЕЧ 2 
Dado que 2 Jab 2| V | 2 +1. entonces de (20) se 
deduce que para todo (Є (0, v) 
Ey (Dez En O+ л, dti | (eV Pat. 
9 
Integrando esta desigualdad respecto de (€(0, 1), obtendremos 
j (ud +] vu P) da dt «Ey (0) -- 9*0 аки, + 
кн, 
++ f (ul 4- | Vu E) dxdt, 


кл 
de donde. 


оние PER 0) 4 Dun, o 


киз 
«(Q3 EP O+ Ni ака, о: — (20) 


La desigualdad (15) se desprende de (20) y (21). El teorema queda 
demostrado. 


PROBLEMAS DEL CAPITULO V 
Sen u (e, 1) = ба, 24) E Ras una solución clásica del problema do Cauchy 
we ma n 
u= p Ep 
aiam Peut 
fu teletales terminales 

sr ales 1 LE 
малене que la función w (z, 1) es 


: ранее ja, constante positiva C tal que para a sol 
ашк р problema C ene or la puente конь" 


c 
КЕТ р 
bee Myr TyTN 


«cualesquiera que sean z € Ra y 1 > 0. 


wr 


9-0 paro ата 


jes e» el emo (Jal «t 
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on ello, si —0 уф > 0, эё 0, existon tales constantes positivas C, y T 
^uo para codlesquiórs o Ty | ¥ <1 Ra 


D 


ГА ЕКИ ГЕ ЕГТЫ 

todo R > O existe tal Т > 0 que para todo (r, Y 
(ERIS lación s C. t del problema U) S repre ma tad 
ie опа Sarie convergeote 


Моо ey y ex 

"Deméter que si para el crealo Kı = (f z — 491 < ra) (t es un punto 

lo Mar ry. un miro роо) Todos las клейи мше, 1s que 
A ET aX ELSE HCM 

Vi ending tolas шә pere derivadas de à atn Y ortos 
Жк dui Ch (др Cn d pellets ПТ. ир IU pera иго dA 
феде qu solución chica dal problema 


e CR o x= Lo 2429 € Ra, un solución ичод) del problema d 
MOLLIT — 
m 
eR 
m @ 
=+ 
ҮҮ? 
ЖҮ 


^p £ Mo, ко 


pin 
Py donde dto dol del anio 
ak dnt ies de emg N (sas 
penal E 2) edet i panda wer conas 


dequo ol o Rage de 

АТИНЕ s 

расои trees CH T) onda 

Tec КЕКСЕ 70) y que чи 

onde Oj ршн que du e m e dondo reni 

puna apa £s entanas 0 COR б Jorit, а punde mr compie 
ment dli oa detal do qua ia so haga орана тае. 

Preis y (if um solución «мез o generalizada en (1 > 0) del problema. 

de Cauchy para Una ecuación de onda ^ 


om hu гө. 


0. а 
маод. eli mU % 


ysa un (2,0) una solución clásica o, varsento. generalizada del segundo 
Мена mixto para la retación de onda еп а cilindro (1e | £ R E feror 
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20) 820, 
ане Bo + fs 
مایا وکام‎ SEI = 


comia riii de тө para | z1 < pare, Ya = Жу par Le < 
IDRC SLT 
SEE ERY 
таа del eer Helena RE жешп de 
н йыр Qr = te E Dn O рате, ll e 


дош: 


En] а mise par 1 
scuacón de onda (S) sl lla pertenoso a C3 Qu] С or U DyN CO Y 
Y En UD sine en Or In eeoación (9), on D, as condicio тен б) 


y en Ty satisiaco la condición. 


"ipm © 


КУ p 
el tercer problema mei еар, 


Ote Т че la solución generaliza 
185 para Та геше de onda ® 


rns) len 
1 € La (Qr) en caso 


EJ (09.8 € La D, 


д, (a му ds по беа) 
Af. Una función w (я, Л, perteseciente al espacio A" (Qs), so llama solu- 
ción "generalizada del problema —— 


шеа s 0607 


IL 


Prom 


donde a (e) € C fDi), өш) > O, e EF D). $C a (D), я «йк atico la 
condición inicial и, = у entidad иды" 0 

{ с-та} mn tsi f жае f ме 

de 4 4 


chelesqoiere que өп v de Ct (2j) paro las cuales v, € C (Gr) y el 
кан чыыр тем ЫШЫ 
комета. 


LITERATURA ADICIONAL РАВА BL CAPITULO V 
Y, S. Vladimirov, Ecuaciones de la física matemática, «Naúla». 1971 


den miso): 
IR. Curent, D. Преп, Métodos de la fica matemática, vols 1, 11, «Gostej- 
dat, 4981 (en ruso) 


эю CAP V. ECUACIONES HIPERBOLICAS 


0. 4, Ladgalénskaya, Problemas do contorno 
кө ДИЗ en mem 
кейш, M n тшш 
MELDE E d sobre las ecuaciones en derivadas ри 
imagi 404, ба 
trol On the illusion of waves aná Jacunas for hyperbolic equae 
ni буш inplmác (1 (0 350.37 
5. y Ecuaciones de la fisico matemática, Fismatgiz, 1056 (oa 


a sica matomêtiea, «Nad- 
jaya, Problems mixto para la спасіба hiperbólica, «Gos- 


CAPITULO VI. ECUACIONES PARABOLICAS 


En este capítulo estudiaremos el problema de Cauchy y los prg- 
blemas mixtos para una ecuación parabólica dol tipo 


u, = div (k(x) vu (x, 0) +а (2) ш (а, £= f(z, 0. 
Aquí, (т, (у= Gy. ...,‚ Zas f) ек un punto del espacio (n4 f)-di- 
mensional Je, zCH. !ЄВ Vota m (mee) Y 
div (из (ж, D), sees ers 0) LY... HRE; por Avla, 0) зо 
comprenderá divVe(z, t) Бү +... +-рү. Convengwmos en 


considerar os datos de los problemas coms funciones. de valores 
reales y examinaremos sólo soluciones de valores reales de los 
problemas citados. Por este motivo, los espacios funcionales Сее, 
Н" que serán empleados en lo sucesivo, los vamos a consideror 
de volores reales”, 


$ 1. Propiedades de las soluciones 
de la ecuación de la conducción 
de calor, Problema de Cauchy 
para la ecuación de la conducción 
de enlor 


1 Propiedades de las soluciones de Ja ecuación de la conducción 
de calor. Examinemos la ecuacion de la conducción de calor 


Жи та и, — и = j (z, 0, 10) 


que es la ocuación parabólica más senciDa. 

Ante todo, construyamos en el semiespacio ( > 0} = {z € 
€ Ra, 1 > 0) ciertas soluciones especiales de la ecuación homogénea 
de la conducción de calor 


Жи ш, — Аи = 0. a) 


7 Las definiciones de Jos espacios C^ y I» е han dado en los p.p. 1 у, 
$ 7, cap. 111, respectivamente. рер. ty: 


a 
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Examinomos primero el caso de una sola variable espacial, п = 1. 
Una función u (z, 1) = ш (25/0), que sólo depende de z/t y que es en 
{t > 0) la solución de la ecuación ш — us, = 0, satisface la ecua 
ción diferencial ordinaria 


^n (2) - (243) ^ (a) =0. 
La solución general de esta ecuación en el semieje (0, 00) 
зе prefija mediante la fórmula e, | i-2 dZ Ye. donde e, y e, son 


Gonstontes arbitrarias. En esto caso la función c, Û есд +e, 


serê la solución de la ccuación (1) (para n=1) eu los dominios 
(20, 120) y (10, t0). А 
трче 220. уа= тур юз 


Hagamos $70. ат 


tanto, satisface on este semi 
misma “ecuación será también satisfecha por cualquier derivada 
{respecto de ¥ o 1) de osta función, en particular, por la primera 
derivada respecto de z que es la función U (z, D= ire Y 
Son, ahora, n > 1. Para construic en este caso las soluciones bus- 
«adas de la ecuación (A), selalemos quo si las funciones v, (z, 1), 
ү 4), para п == 1, en el somiplano 
(e € Ry i S O), entonces la función v (2, 1) = 9, (ш, 1) vy É 
TE up (au. 0) sorê la solución de la ecuación (fo) en el semiespacio 
€ Ru E> 0). Por eso, on porticnlar, la función 


ЖЗ = - 
to. nell iym m dus; 
es la solución do la ecuación (14) en el 
ве deduce que si (z*, 1%) es un punto arbitrario de Ras, 
será la solución de la ecuación (1) en el semiespacio {t > °} = 
== (2 € Ra, t > 1%). Esta función lleva el nombre de solución funda. 
mental de la ecuación de la conducción de calor con peculiaridad en el 
punto (2, f). 


capacio (1 > O). Do aquí 
Ro función 


Vash, > 
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y Subrayemos las siguientes propiedades de la solución fundamen- 
ta 


Si la función Û (z — z^, £ — £) es prolongada por cero en el se- 
miespacio (t < °) = {z € Ra, £< °), entonces la función obtenida 
sorá indefintdamonte diferenciable en. Ras, N (2%, t°). 

Para todo 2° € Ra, t> 6 


| Uer, аа] edt =1. @ 
14 fune Us 


АИ 
Ex ez n soin 


2%, t — б), como función de las variables 
©), es en el semiespacio (f < 1) = (26 
jûn de la ecuación 


a 


Examinemos la benda (02 Т) 
que está limitada por las características 
quo en ol caso de las ecuaciones de Laplace y de 
los soluciones especiales construidas (solución 
la ropresentación on esta banda de una funci 


Veamos las funciones cw (2) m С (|z|), N =1, 2, .... que son 
indefinidomento diferenciablos en Jt, y que satisfacen la condicio- 
nos siguientes: (т) es 1 evando | z | < N, Са (2) вт 0 cuando |z| > 
mA Cle Mert) < Co vind < Ce, [Ak < Ca, donde la cons- 
fante Cy no depende de N. 

Sea (b т) un punto arbitrario dela banda (0 < < T). Puesta 
que los funciones Gy (2), u (z, 0, ®1,2,.... y UE  1— 0) 
тополо а СЗ < 1 < O, entonces, en virtud de (10) y lo co- 
Trelaci 


Y (иба, Din) ls Lu— 290a Vu — uA 
para todo (z, t) € {O < t < +) tiene lugar la igualdad 
U (E—2, x—t) (Ey (а) Yu (a, f) — 2 Vw (2) Qu (x. 1) — u (2,1) Meu (2) = 
4) Y (ибх, t) v (2) — uz, t) v (2) х 
(uit 11) = (UU 4- 


ESAE 
A 
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Integrémosla en el cilindro (|z | N +1, e< tex 
para cierto » € (0, 1/2). Valiéndonos de la fórmula de Ostrogradski, 
obtenemos 


| раа nU thdr = 
Poe 
= f sento eos edi 
= | ue орос хой 
nm 


+a иба, D- Mute) Gx, x—t)dr- 


+2 | de u(r, Vis (IU @—х. dom 
1 nc 
= Û ule r—o lua ds 
мема 


> ш. e) ina) Ga. 10) dr 


-2 (at u(r, t Vt G)-V,U (ts, td 
1 meena 


malus tl (8) 


Posomos on la igualdad (3) al límite, primero para N + oo, y 
luego, рата е» + 0. 

Dado que para todo Nel, 2, ..., y todo (z, f)€(0 tec) 
ws) La (2. 9| < Co sup, | Lul (Lu es acotada en (0<1< TJ). 


entonces, en virtud de (2), para todo ££(0, 1) 


| Ms) Lu(z, 00 @—. «nde < Co tup. | Zu(ns D]. 


$ 1. PROPIEDADES DB LAS SOLUCIONES bi LA BCUACION DE CALOR 815 


Por consiguiente, según el teorema de Lebesguo tenemos 
lim lim $ de Ente) Lu(e, tU Gn. 1— dz 


t YS мылы 


at Û Luiz, NUR, Ode (4) 
5 

Puesto que pora todo M=, 2, ... y todo (s. (021) x 
эксн (иа, D] & Cor sup, [urs | (u es acotada en (O <! T). 
entonces para todo t£ (0. 1) 


$ litera, DH Gz. «dz < C, mp, Jui Ds 


de donde 
lim | Qn rm oU. drm 


Lm 


= | uta, n nU zs de 


^ 


lo РЕСЕ dem 
еен 
E 


Mas, la función u (x, 0) es continua y acotada en (0 < £ Ст), por 
esta razón 


Jon Jim Лем -iaf u(r, 1— oU (êx, er 
I $ 


eL lin | ауто ерене 
т (o2 VES x) echan 


-re юын} emasu ® 


diese | a(z, Оа ode (0) 
ж jb 
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Puesto que para todo N=1,2.... y todo (z,1)€ 
€ («ct A | uz, t) Aly (X) |< Co E |u(z,t)|, entonces. para 
T) 


todo tc(0, т) 


| [u(z DAS (2) U т jdz<Co sup jul. 
2 [ol 
Por consiguiente 
lim lim |73, e, |< 
$90 Neo 
t-e 
< lim lim | dt | |u(z, t) Aty (ж)-7(&—х, v — t) | dz 
tisse: Мерјем 
т-® 5 
<C, lim f d lim | |u dU E-z r ide=0. (7) 
850 е 9 рајем 
Examinemos, por fin, en (3) el sumando 7; e, y. Puesto que 
para todo (2, 2) 6{0<1< т) y todo N—1,2,... |Véy-ul< 
хеб ар, [ш (ж, t)| entonces para cualquier t€ (0, т) 


| lut, 0 vts (2 v4 (êz, 1—1)1d2<C, | lu 011940 dne 


ГА Hn 


Kl, sup P ESQUI aie. 
0< 20—002 V7 9—0)" 


== usp. f |л|е-!т an= 


ann y ii 


n 
donde С; es una constante que no depende de N. Por esto, 
lim lim J4, e, y —0. (8) 
e> N=% 

De las correlaciones (3)-—(8) se infiere la representación buscada 
de la función и. 

De este modo, resulta válida la siguiente afirmación. 

Si la función u (x, t) pertenece a C^ (0 < t < T) П C (O << 
<< T) y es acotada en (0 < t< T), mientras que la función Lu es 
también acotada en (0 < t< Т}, entonces para cualquier punto (x, t) 
de (0 < t < T) tiene lugar la siguiente igualdad 
(ш, = | uE U (z—& 0 de+ 


Ra 


А 
+}& f Zu, DU (aE, tr) dl. (9) 


D fin 
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Empleando la representación (9), establezcamos varias propie- 
Ando de уз soluciones de la ecuación de la conducción de calor, 

rona +. St la función u (2, 1) pertenece a СА (Q) y Lu = ш — 
— Au = O en Q, donde a es un dominio del espacio (n-+ 1)-dimensio- 
nal y. y, entonces u (z, t) € C= (О). y la función u (z, t°), siendo fun- 
ción de las variables тү, . - ., zn, ез analítica en Q П (t = 1%), cual- 
Quiera que sea f. 

Sea (2°, °) un punto arbitrario de Q. Vamos a suponer que £ > 
> 0 (lo quo siempre se puede lograr trasladando ol origen de corde- 
adas). Tomemos tal б = 8 (2°, £*) > 0 que el cilindro 


Qu, o mz 2129, 1I 126 e ON (E> OY, y sen Cr 1) 


una función indofinidamente diferenciable en Ras que es igual 
NS AS y os nula 
fuera de Qe, o. з En estos circunstancias, Ja función d (s, t), igual 
a u(x, D Gas) on Qu a, „ у nula fuera de Qu 

a C (Ute T) Ce ies T) para 72026, es ne 
{0-<!< T), coincido en Qa, y, y con la función u (2, t) y u(z, 0) = 
además, la función Z (V (x, 0) es acotada en (0 t «c T) y £ (i) =0 
cuando” (z, HEQ, «a Y cuando (EII S Qu, e ne 
En vista de (9), para todos los puntos (z, ) € Q,e, ө, в tenen 


П 
иба, Ld D Lis LL A 
i 


ыт. тд 
t [3] ШЫЛ 
-je | ge dt, 
OTE 


dondo gè, 9 етту > 


De esta representación se deduce inmediatamente que u (=, 1) € 
ЄС" (Qw, ел). De esta manera, la primera afirmación del teorema 
(lef, 19) es un punto arbitrario del dominio О) queda demostrada 


se Cav. VL BOUACIONES PARABOLICAS 


Mostremos ahora que la función 


- j TEENS. apes 00) 


dendo cl dominio D, = (12 — 14228 6 — 28 < т< MN (E 
F< tico on cierto entorno del 
Ac ee gto emas en el espacio (3n -+ 1)- 
(renl) Ды de variables z, у, P (а = (21, < 
ЭЛН 
— 2 E, LL es MÀ, 
complejos, dada on D, 


Gani y= 


tue 


Indíquemos que cuando y=0, la función G coincide (para 
|z— 2 |« 6/4, (E. v) € D) con el integrando en (10). 

La función С y sus derivadas Gs, y Gy. km li... п porte- 
necon, evidentemente, a С(Буз{т=9}) (aqui, (r—)— {z€ Ra. 
VOR. Ve. cre]. Bamina Da Micia G. d, 
29160, frc 
| П ) Dı. Puesto quo en 
dl cel al edi | а>» 
z|i-2|-|z?—z[2354 y [y] « 5/4. entonces, para todos 
Puntos (z, у, т) de D; 


es 
lee ue n, 
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ийла 
18,1-16,1 EE TEES зө < 


2-9: 


donde = máx | v) 
атр 

Por consiguiente, las funciones G, бы, б, Kem d 20000 п, 

pertenecen а C(D;) (G (ж. y. Es у= Gs, (x, у, Es 1) e Cy, (х, у, Es I)e 


=0, k=1, ..., n) у, consecuentomente, pertenecon а С (Dj). 
Además, como la fanción G es analítica según cada wna do las 


variables а, + iy, (para cualquier т < f°), entonces, 
ara todo d K = satisfaco en D, la condición de Cauchy— 
отапа 


RoC, (тб. (Веб, = (б). 
Asi pues la función de valores complejos 
Paya 


= nt nar | ge e 
И 


m——— — Y = { 12—31 < 
QA, Ly lg 8/4 del espacio Ray con la particularidad de que 
todo (x, y) € V y para cualquier k, k = 1... m, 


(Re Р), = (Im К, Be Р) = — (1mm РУ, 
Por eso, para todo punto (x.y) del dominio Y la fo 


en uk 


би 


vestmvaciós. Una función u (z, f) que on cierto dominio Q del 
espacio Нуу satisface a la ecuación homogénea de la conducción 
de calor, nó tiene que ser obligatoriamente analítica respecto de 1. 


fitre, Métodos de Ja teoria de on 
опу pág. 42, 0 B. V. Shabat, 
подав al análisis complejo», eNadkas. 1808. pág: 253 (i ruo). 
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ы 

Por ejemplo, la función w(z, D. igual o twi" Т para 
Та 1> 1, £> 0, y nula para |z | > 1, £ < O, satisfaco en { | z | > 
> 1, — 0 < £ < oo] la ecuación (14), sin embargo no es analítico 
PERS de ore, pt трендо C Па KES 
< o). 

2. Problema de Cauchy para la ecuación de la conducción de calor, 
Una función u (z, t). perteneciente al espacio Ct? (0 < £ < 7) f) 
[i C(0 << Т), se denomina solución (clásica) del problema de 
Cauchy para la ecuación (1), si en {0 < t < Т) ella satisface In ecua- 
ción (1), y para £ = 0 satisface también la condición unicial 

les ea). в) 
doado f (z, 1) y 9 (2) son funciones dadas. 

Demosiromos, anto todo, el siguiente teorema de unicidad. 

“soma з. El problema de Cauchy (1), (14) no puede tener más 
de una solución clásica acotada en {0 < t< T). 

Supongamos quo u, (z, £) y us (z, 7) son dos soluciones clásicas 
del problema (1), (11) acotadas en {0 < ¢ < Т}. En esto caso, la 
función u == u, — ua será la solución, acotada on {0< 1 < T), de 
la ecuación homogónea de la conducción de calor (14) que satisface 
a condición inicial homogénea 

heo [o 


Por consiguiente, paca la función ш en la banda {0 < t< 7} 
es válida la representación (9), obtenida en el punto precedente, de 
la cual so deduco inmediatamente que u zs беп {0 < t< T). El 
teorema está demostrado. 
Designemos mediante 


fa = M, (1), о > 0 el conjunto de todas 
las funciones u (z, £) dadas en {0 < £< T), con la particularidad 
do que para cada una do estas funciones existen unas constantes posi- 
tivas А y a (dependientes de la propia función) tales quo 

Jute, Ает" para todo (z, NEOLIT) 

Está claro que el conjunto M. lineal cualquiera que 
sea a >0, siendo, para о Са? fwi Ma es el conjunto de 
todas fas fincionos acotadas en (0 < £< T), y Af, es el conjunto 
de todas las funciones para cada una de las cuales existen unas cons- 
tantes positivas A y а tales que 

ае, Aen? a2) 
para todos los (z, t) € {0 <t < T). 

"En el teorema зе establece la unicidad de la solución del problema 
do Couehy (1), (11) ea el conjunto de funciones acotadas М, La 
unicidad de solución tiene lugar, en realidad, también en Al, у, 
consecuentemente, en cualquier Me, 0 Со < 2. A saber, tiene lu- 
gar la siguiente afirmación que hace el teorema 2 más general. 
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а, ймы EL probleme de Cauchy (1), (М) no puede tene más 
una solución perteneciente a Мі"). 
Para demostrar el teorema 2 necesitaremos en la siguiente afir- 
mación auxiliar, ce не 
TEMA 1. Supongamos que para un cierto T > 0 la función u (z, t) 
es en la banda {0 < t < Т) una solución del problema (19), (11o) y 
Satis/ace la igualdad (12) con unas constantes a > 0 y A > Ò. Entonces, 
и = 0 en la banda (0 < £ < 7,) donde T, = min (T, 1/5 a). 
“Tomemos e > 0 arbitrario у examinemos en (0 < £< 7,) dos 
funciones 


vais Do sut e (t+ ge ЁТ). 


Estas funciones pertenecen, evidentemente, a C^ (0 <t< T) 
ПСО е T). Puesto que limo =0, para todo ER, 


Р 

RES 

ya que Zu = 0 en {0 < t< Тү), para todos los puntos (z, 1) € 
FO га T) resulta ins 

m 

A ra) = t su) o LA — 07 3698 Te >0 (14) 

Sea (2, t°) un punto arbitrario de la banda (0 < t < 7,) Elija 

mos R > 0 tan grande que el punto (z^, £) pertenorea al cilindro 

Тос a le рин ae 1) en la super: 

ficie lateral ( | x | = R, 0 < £ < T,) de este cilindro sean positivas 

DU 


(lo último siempre se puede lograr. puesto que Walia = 


m d uhan + eHIT — ETT) > — Ae eT ETT > 
OS 
> — Ae Fs (Sa) е © — oo cuando R- co). 
Pomostromos, ahora que si una función w(z. pertenece а 
EUA SA O<t< ROCA OSES) y эмие 
las condiciones 


wiz, 0)>0 cuando |z] <A, as) 
Zwir, 020 en (|а|, 0<t< T) (14) 

y 
LIN NM (15 


7] Se puede mostrar que, siendo о > 2 cualquiera, la solución del proble- 
та (0, OD, en el conjunto Ms mo es la única. > * 
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entonces 

леба, 0220. para todo (z, NEMEL A, OCET) (16) 

Supongamos, al contrario, que en, {|z ]< R, 0< t< T} 

existe un punto {z', 17) tal que zc (27, 1°) < 0. Designemos соп (2%, 

£) un punto de (12 |< R, 0< t£ Р), donde la función w (a, t) 

(eG DECI I< O CTY) alena su mínimo, es 

lecir 
wir, Ej Ж а کے‎ fw nr) 0. 

En virtud de (13) y (15) (e, els] R. ogier 

A A A 

EVELI R, O<t<t}, entonces A „0 y Ae 

220, {=1,..., п, de donde se infiere quo 20027, 2) 60, lo que 
contradice а (M). Si (7, (1210, ter). 

y ME m0, imt.. m de donde se infiere quo 


20027, f) «0, lo que de nuevo contradice a (14). Do esto modo 
queda demostrada la desigualdad (167). 
Puesto que las funciones w 4 (z, £) satisfacen, en virtud de (13)— 
(15), las condiciones (13)—(15'), para todo (z, YE (lz |< R, 
< t< Tı) tienen lugar las desigualdades w + (x, t) >0, de donde 


proviene que to e (27, £) > O, es deci 
Е 
Jue f| ce рс etn). 


e> 0 y el punto (2°, £), de la última d 
иба, Û = Û en (0< t< T). El lema está 


Por ser arbitrari 


оюмовткимов anona EL твонвм з, Sean ш, (=, D) y us (e, 1) dos 
soluciones en (0 < ¢ < T) del problema (1). (11), pertenociontos a. 
My. Entonces, su diferencia ш = m — шу es on (0 < £< 7) la 
solución dol problema (19), (114) y satisface para todo (z, 1) € (0 < 
XT) la desigualdad (12) con ciertos constantes A >0 y 
40 ista del 4, u (z, 1) — 0 en (0<1<7,), donde 
T, = mia (T, £). Si 7, = T, la afirmación del teorema queda de- 
mostrada. 


"II 


continua en (0<t< T). al а =0. Por cso, la función v (x, t) 
de 


= u(x. 1+) es en la banda (0t T— 4) la solución del 
problema (1), (Ho) y satisface eu esta banda la desigualdad (12). 
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Conforme al lema 4, 007.00 en {0<t< T). donde Tam 
n (7-4. d). A 
(oin) S таг (en esto сө. nx). 
entonces. repitiendo los mismos razonamientos. legamos а que 
(ost) m Oen (0t 2-575] donde Ts min (T—= + 35), 
ote. Renlizados un número finito do pasos, obtevemos que u=0 
im (0<+<7). El teorema queda domostrado. 

Pasemos ahora a la demostración del teorema de existencia de la 
solución del de Cauchy (1), (10). Del punto anterior se 
solución, acotada en {0 < 4 < T), del problema 
función f (s i) acotada en (0 << Г) existo, ello 


u y= 00 Û 10660976 DR (0 
DA 


, lo demostración do la existencia do la solución se reduce, 
quellas condiciones рата las fun- 
ciones q y f, en las cuales la función u (т. £), prefijada mediante la 
fórmula (47), es la solución clásica del problema (1), (11). 
Designomos con ЯА), y B(0<t<T) los espacios de Banach 
de las funciones, continuas y acotadas èn Ap. о. respectivamonta, 
om la bonda 0027), cuya norma por expresión 


tone y 
Ml lla = s mine S zn 
Ие lineo sup 10601 y lacio, озар, p Ir | 


теоним 3. St q (2) pertenece а В (Jt) y las funciones f(x, ) y 
de, 1), i = 1. -< y m, pertenecen a B (0 < t < T), entonces ezisie 
10 solución clásica (я, £) del problema (1), (H) que pertenece а D (0 < 
<< Т) y que se define por la fórmula (17): con ello, 

Wales en llc + Tem 

El teorema 3 se pone de manifiesto inmediatamente de las dos 
afirmaciones siguientes. 

texa 2. Cuando y € В (Ra), la función 


“ш. 9 [rosana a9) 


Por. 
naturalmente, a la búsqueda d 


es la solución clásica del problema de Cauchy (14), (1%) en el semies- 
pacio 4t >0); además, para todo z € is, t > O, tienen lugar las de- 
sigualdades 

inf (Sp ү). (20) 
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кыл э. SE f у fep tm does п pertenecen a B (O << Т), 
da función 


sesto fae f U(-tt-9/G 04 (neO<t<T). 


es 
pertenece a В (0 < t < T) y es la solución clásica del problema de Cau- 
y (1). (1) en la banda {0 < t < T}: en este caso 
ЕЕЕ STN nc m (22 
bexosrnación veu exa 2. Para demostrar ol lema 2, es suficiente 
establecer las siguientes propiedades de la función 1 (2, O: 
a) щ ECU (£ > 0) y Zu, = 0 en {t > 0), 
Y) para la función uy se чынап los беро адве (20), 
€) la función ш, pertoneco al espacio C (t > 0) y satisface la 
condición inicial (1). 
"Tomemos los números arbitrarios 8 y Ti, 0 < 6 < Т. Puesto 
que para todo z € Ry, $ € Ra, £ € 18, 7,) conlesquiera que soan а = 


Tess a OLET discs m ур >0 
A T 
[Govea осман арене т, 
donde = Capó) son ciertas constantes positivas, entonces, la 


función u, (z, t) ЄС" (5< t < Тү), con la particularidad de que 
La P ; 
жеч. = жю RIC 


Ya que la función U (z — Ê, 0 satisface en la banda (ê < £ < 
< Т) (ngón (z, 0) la ecuación (fg), entonces la ecuación (1) será 
ishocha en dicha banda también por la función u, (z, 0). Por con- 
onte, por ser arbitrarios los nümeros 8 > 0 y 1, > 0, la fun- 
ción п, (2, ) posee a propiedad a). 
Puesto que la fanción Û es no negativo, entonces, de acuerdo con 
(2), pora todo = € Л, y t > O teneros las desigualdades. 


(e < (UG t 0 (np @@) dio ql. 
d. E 


шщ (nm j U (z—t. D inf e) dte inf q (2). 
P ч E 


De estomodo queda demostrada la propriedad »). 
"Pasemos a la demostración de la propiedad c). Tomemos un punto 
arbitrario 2° € А, y mostremos que lim ш (z, )=4 (2^). En vista de (2) 
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para cualesquiera (z, t) € {t > 0} y рага todo б > 0 tenemos 
Dr ao | U(z—t. (s ()— (9) = 


= | осоо 
m 
+ | UOC 23 
nep 
Tu "e ы ا‎ 2 is a 0 ПЕТ un 
E ы, EI 
AA m Tl 
Ihe f UD ae etna. 24 
пада 3 
Soa |z—2* [« 8/2; entonces, = 201225 ten = 
p rie rd ir cl 


HUNE 


[OL ES 
ааыа GV 


Moore posu 
A as 


hals 


pes 


agen Р 
> م ملعد‎ d diecmste xel? (25) 
^» 


BET 


ша. ale [emen vis оё, (6 
PA 
(6. Det). 

Para demostrar el lema es suficiente comprobar que 

а) u, (2, D €C (0< t — T), u, (z, 0) = O, 

b) tiene lugar la desigualdad hM 

um DEC: Т) y Zu =f en («t T) 
aam 


E can. vt ectACIONES PARALOLICAS 
Dado que la función f (z, £) es acotada en (0 < t < T), entonces 
Jet] Gi 2E V TS v) ce P] P tem 
y, por tanto (f es continua), la función 
elet Jaig | eee VE dt 


es continua y acotada en el conjunto {z€ Rp, Üec tec T, 0<1} 
y gi t t) fer O, Jaen t 9107 Morc. Por esta causa, 


кч) portenece а СТ 


mostradas. 
ión f (z, t) tiene en (0 < t < T ) las derivadas con- 
tinuas fu, (2, O, E= fs- m YUSIF ГУУ |< const en T 
<< T), la función g(z, f, 7) tiene las derivadas continuas 
PIENE m, en el conjunto (2€ Ra, 0< t< T, 
Qe t < £). Por lo tanto, la función шу (z, 0) tiene en {0 < t < T} 
las derivadas continuas uzy, (s, 0, i n, con la particulari- 
dad de que 


um (z, =r { dr {ему (e+ Y TT, 9 
ic LI 


= ут) Mhea ER a= 


П 2 E " 
lA mre enm mes int 
en 
Puesto que para todo jm, ..., n 
[ene (e + AVTE DALEL] alm. 


entonces las funciones | e-&Atf (42% VETT, ч) 
[3 


tienen primeras derivadas respecto a todo zy ... za que son 
continuas y acotadas en el conjunto {z € Ra, 0 < t < 7,0 t < t). 
En esto caso, de (27) se desprende que la función u, Ùz, 1) tiene todas 
las derivadas respecto а ту, - - ., 2, hasta el segundo orden inclusive, 
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Continnas еп {0 < t< T). Además, 


эче dr چ أ‎ 


i ene S E, (+2 ҮГЕТ, v) di 
SS өй 
Luego, para los puntos arbitrarios (z, 1) y (т, £ + Af), At > 0, per- 
tenecientes a {0 < t< T). 

ii g(z. 4M, v) d+ 


ша (шуыш. NN 


Cats ttan rs te » 
*j $ 


dee (M) (AD. (29) 


Dado que en ol segmento l1, ¢ + Ar] la función g (т, t + At, v) es 
Continua respecto a т, /, (A) = g (z, t + At, t + ӨМ) donde 0 = 
= @ (z, 1, М), 0 0 «2 d. Por consiguiente, 


fim (д) = (т, t =f. 0. 


Puesto que la función / tione derivadas respecto a z, 
continuas y acotadas en (0 < 2 < T), la función д (2, 
on (€ Ra, 0< ez Т,0< т < t) una derivada contin 


fi tmr {б X dne VIS, чу, 
à 


^ 


Entonces 


siendo le, (s. t 1) [consu F 


[PERI eet ўа ГАТ 


соу, 


<T 


Por esto, en virtud dol teorema de Lebesgue, 
Jim 1, (A) 


E VP Simeto 


De (28)—(31) se deduco que 


im, A la, Аааа). (82) 


d. (80) 


E 


ES GAP. VE ECUACIONES PARABOLICAS 
Análogamento se demuestra que 
m e ee A im | gie de 


м» amc M D 


+ Jim Û EEA сие ae (a, 0) дыд). (32) 


Por consiguiente, la función us (x, £) tiene una derivada respecto 
Que os continua ба (0< £ < F) e igual a f + Aug, El loma está 
lomostrado. 
En el teorema 3 hemos establecido la existencia de una solución 
clásica del problema de Cauchy (1), (11) con cualesquiera о do 


C (1) y f de C (0 < £ < T) acotadas para las cuales son continuas 
y лсо, {0 < f < T] todas las derivadas de primer orden ros- 
toa las v ra qué el pro- 


таз espaciales. Surgo la pregunta 
de Cauchy (1), (M) sea resolnble, no será suficionte suponer 
quo ln función f sólo soa continua y acotada? La condición de que la 
función tenga derivadas (continuas) respecto a las variables espaci 

les es, realmente, elevada: se puede demostrar que el problema (1), 
(11) se rosuelvo sólo suponiendo quo la función / (=, 0) (continua y 


acotada) satisface, en lo quo so reliere a las variables espaciales, la 
condición do Hólder, os decir, para todo punto (z, 0 de {0 < ¢ < Т) 
pxíston constantas Af > O, а > O (dependientes de esto punto) ic 


que If (s re Gi D EM — ер, cualesquiera que soa 
ER. Sin embargo, si la función / es sólo continua (y acotada) en 
{0 < £< Т), el problema (1), (11) puede no toner solución (clásica), 
lo que muestra ol ejemplo, que sigue. 

оф (| |} una función arbitraria indefinidamente diferan- 
чаМе on Ras igual a | para [2 | < 1/2 y nula para |z | > 3/4. 
Examinemos ol siguiente problema de Cauchy: 


Lui Aum fa (2), (89) 
кет). 160) 


donde 
fo — dette (nem cms nnt + 
а сава) SSH c (21) (0-3) (C7 Ia e — 
(адар) 4 (72b E (2D (Лоа), 


warm] z^. 
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La función f, (2) € € (R,) П С” (| x ! > 0) es iguala coro cuando 
1+ 1> 3/4 у, por lo tanto, es acotada en A. La función inicial 
oe (2) EC* (t) П С” (1 z | > 0) es igual a cero cuendo |= | > 3/4 
y: consecuentemente, es acotada en Æ.. Se comprueba diroctamento 
(compároso con el ejemplo correspondiente para la ecuación de Pois- 
son, cap. ТУ, $3, p. 3) que la función acotada u (z, £) es qa (2) (ésta 
по depende de 1) satisfoco, pora | x | > 0, la ecuación 33. Además, 
Ла función u (z, /) satisface, evidentemente, la condición inicial (34). 

No obstante, no existe ningún 7 > O para el cus) la función 
иба, 1) = qu (7). pertenezca al espacio С? 1(0 <f < 7), puesto que, 
por ejemplo, Jim uas (2, £) = oo. Por consiguiente, esta función 
mo es la solución del problema (33), (84). 

Demostremos quo el problema (33). (34) no tiene, en absoluto, 
solución en munguns banda (0 < £< 7]. Supongamos, al contrario; 
que para cierto 77-0 la solución v(x, ¢) del problema (83), (34) 
existe en lo banda {0< < 7). En este caso, la función t0(2, {у= 
mula t)—v (z, t) = ql) —v(z, DEC (|21220, 0<1< T) 
y satisface en el conjunto (|21220. 0«c t< T) la cuación homo- 
ónea de la conducción de calor (14). Además, dado quo g€C*(Ry), 
wg ECTS t< Т). De este modo, (я, OE (0 || 
ті T) С, TILLE T]) y wy Ate m=O para todos 
los puntos (=, 0 de (00217 T/be- te Г 

Mostremos que en estas circunstoncias la función w(x, £) debo 
portonecor al espacio C>! (|x| <1, 7/2<1<7)) lo que no puede 
lener lugar, ya que la función vEC™ (|x| <1, T/2<1< Т}, 
y la función u(z, t)e qu (EC (([z] e 1, 7/2<1< Ту). 

Asî pues, son i (z, D E C (0< Ex <1, Т? сет) П 
пса, Tibetc T) y Zw =D en Ola <l 
12 << T). Mostremos que (x, 0) € C (la | <1, 12< 

1 < T)) La demostración do esta afirmación repito en cierto 
tido os razonamientos aplicados en el p. 1, al establcer la repe 
tación (9). 

Tomemos un punto arbitrario (E, x) de (0 < |z |< 1, T/2 < 
<< T) y e arbitrario, e € (0,  — 7/2). En el conjunto {0 < 
<|г1<4, T2<t<t) tione lugar la igualdad 


(ote, DU Ga, 10) +3) (ей, 
=U G-r, DLs, t) w(z t) t,U (Ez, 1—1)=0. 


Integremos esta igualdad respecto de (01214, 7/2<с 
<< +— е), donde 6 es un número arbitrario del intervalo (0, | È J). 


зю CAP VI. ECUACIONES rARADOLIGAS 
Valióndose de la fórmula de Ostrogradski, obtenemos 


f wi, т—9068-2, 94 

оаа 
= | w 2а сущ 
aces 


-Ja 5 wie, t) 


=} a | (=ош م د‎ +-))45,= 
ha ы 

Һа (35) 

Pasemos en (35) al límite, primero para к +O y luego para 


8 +0. Tomemos arbitrariamente p. O< 5, < min (1 — |El, 
[E1— 8). Entonces 


EDU а —9)ds,— 


wiz, 1) U Gx, e) des 
x 


юа 


- i wiz, e Uh. 
ГАЯ 


+ b wiz, x — U (Ra, 6) dz. 
ТТУ) 


Puesto que еп el conjunto (8 |2 |< 1) (6 citi) 
Ji, JU (tz, e) Стах o (n. Doxp —À E) / QV se 


entonces para e+ 0 wiz tU (E— 2,0) 0. 


жене 


Por eso, 
lim (sz, v—e)U (8—2, e) dz 
ыран 
Р į w(z, e) U (Ez, e) dz = 
E والب‎ 
lm СЕТЕ СЕЎ 


гь 
чуг 


$2 колма sitos ES 
у, por consiguiente, 
Шана | w, 1—)06-xdd=w"G, 0. (80) 


Ей 
Luego, evidentemento, 
Пало j w(z, IU ==, x— T2) dz, [2] 
t EX 
dte ја E (овоне 
=A 0-0) as, (38) 


y como wEC' (|x| <1. TI2SEST)), tenemos 
«=0. (80) 


De las correlaciones (35)—(39) se deduce que para todo punto 
(a 9 do [0< |2 |< 1, 7/2 < t< T) бепо lugar la igualdad 


шб, Dm | wG TDU (zt, ITA 


д] 


(ea, 901—9 m e 
: 


$ ES 


l inmediatamente se desprende que t portoneco а 
C" (U Jæ 1< 1, 7/2 < £ T) y, con mayor razón, a C! ({ | z | < 
<1, T2 И T). Lo afirmación está demostrado. 


$ 2. Problemas mixtos 


у D., 610, T) un conjunto (z€D, 
D, =O} es la base inferior dol 
Т), su base superior. 


E CAP. VI ECUACIONES PARADOLICAS 


Consideremos en el cilindro Qz, para cierto 7>0, una ecua- 
ción parabólica Loa 


Житни — div (k (2) Vu) + a (2) u= f (2, 0), (0 


dondo k (x) € C* (07). a (s) € С (0;), I (z) 2r const >0. 
La función и (2, t), que pertenece al espacio C^ (Q7) ПС (Qe U 
y U Dy)* y que satisface en Qr la ecuación (1), en Do la con- 


pen inicial 
eam e (2). a 
у en Tr, la condición límite 
ule, 
so llama solución clásica del primer problema mizto para la ecua- 
ción (1). 
La función u(z, t) que pertenece al espacio C* (Qz) C (Qr U 
UL UANC (QeUT;) y que satisface еп Оу la ecuación (1), 
en D, la condición inicial (2), y en Гу la condición límite 


(+оо), 


dondo о (2) өк una función continus en Tr, se Hame solución clásica 
del tercer problema mizto раға la ecuación (1). 
Cuando о = 0, el tercer problema mixto lleva el nombro do segun- 
do problema mixto. 
uosto que el caso de las condiciones límites no homogénes: 
reduce fácilmente al de condiciones límites homogéneas, en lo sucesivo 
considoraromos las siguientes condiciones límites homogéneas 


PN 
E T ә 

(Rest), 0% в 

 Convengamos en considerar que el coeficiente a (2) en la ecuación 

(4) es no negativo en Or, y la función о (z) en la condición limite (4) 


© no negativa on Tj. 
Лама 1, Sea Я 1) € Ly (Q7) y sea и (x, t) una solución clásica. 
del tercero (segundo) problema mizto (1), (2), (4) o a solución cl 
тисте а СЫ [tn Tz). del primer problema mizto (1)—(3). 
mca à (а, CH Gere 
Tomemos arbitrariamente <€ (0. Т) y єЄ (0, <), La igualdad (1), 
multiplicada por и, la integramos en el cilindro Ọs, cem (7€ D, 


sfinteión d Lt véase an lp. T emp Ш. 
EE е ткн сл чы, Бы 


де espacios ЯТ (Qr) montos han sido 
fos aai p 2, рл DO ME 


$2 PROBLEMAS MIXTOS эз 


ex). Puesto que en Qr tienen ugar las corclacones: ши = 
mM div (vu) = div (kuyu) — Куа y Aeh 
div (kuYu) = fu — au? k| Yu | € 1300.5). entonces, conforme a la 
fórmula de Ostrogradski, tenemos 
+1 و‎ de + d тараа {алага 
“+ 3 
EID d fudedt, 
ты - 

donde Ty, = (2 € 0D, e< t< v). Do aquí, cuando u (z, f) os 
la solución del primer problema mixto, 
ue ute fueran 


+ [алака | мага: 
©з Се 
cuando u (z, 0) os la solución dol tercero (segundo) probloma mixto 


tj vds | ut dz $ шараа | ааах 


2 [A Се 
+} лазат | fudzd. 
РО СЯ D» 
deeem J eras j oae 
[^ 


e i куар dz dt zy ( uèdz + j ТАП ас 
%‹ ee 9, 


f 18 ази оо, oll iaon. 


Pasomos en osta desigualdad al límito para е — 0. Como resultado, 


obtenemos 


F | бест еши Nu leso шер o 


кеа <= lao Hilo teor в 


ET CAP. ут. ECUACIONES PARABOLICAS. 


Tomemos arbitrariamente £ € (0, 7) e integremos la desigualdad 
(5) respecto de v € (0, 9 


|| айга Тао +27 Da lao M оа 
Теа 27 ао + Mio 
e donde se doduco que para cualquier 1С(0, T) 
Nules 2T lie ian 47а A lison = 
Por consiguiente. u€ La (Q7) y 
Fulop e [7] 
Entonces, de (6) tenemos. 
VIS Mss iz Mos E Meno 


[ша шшс v € (0, 7). Por consiguiente, |v u 1 € Ls (Or). El 
loma está demostrado. 

onsenvaciox. De las desigualdados (5) y (7) se deduce inmediata- 
mente que para la solución clásica del tercero (segundo) problema 
mixto (D), (2). (4) y para la solución clásica, perteneciente а 
С (Or U Ts), del primer problema mixto бепе lugar la sigionto 
acotación 


Ишара. TEO, Т), (8) 
dondo lo constante С, sólo depende de 7, [Фао Y Ifike 


Son u la solución clásica del tercero (segundo) problema mixto 
«0, (2), (4) ola solución clásica del primer problema mixto (1) (9), 
peronacanto a CIS QU Te), con la particularidad. de, que la 
unción / (т, 1) € Ls (Qz). Multipliquemos (1) por una función arbi- 
апи v (z, 1) que pertenece a C* (z) y que satisface Ja condición 


vlo,=0 o 


a integromos la igualdad obtenida en el cilindro Q,,«, donde т es un 
número arbitrario de (0, Т) y e, un número arbitrario de (0, 1). Se- 
gún la fórmula de Ostrogradski obtenemos 


] (uw +kouvo+aw)dzdt— | ko баба 
Lo E 


+ [pude wode+ | ља. (10) 


%‹ 
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Si u es la solución del primer problema mixto, adicionalmente su- 
pondremos. que 
vis =0. (n 
En este caso la igualdad (10) tomará la forma 
J| (uvt eigo caus) dz t +} sae; wodz4 | fodsdt, 
ee er 
(10) 


Si и es la solución del tercero (segundo) problema mixto, la igualdad 
(6) tiene por expresión 


d mmm J, vaat: 59 


[иен j ^а. (10) 


са 
En virtud del lema 1,u € (Оу) y, por lo tanto (véase $ 7, cap. 1), 
u Ir, € La (Py). Teniendo en cuenta (8) y (9), pasemos en las igual- 
dades (10) y (10°) al limite para e= 0 y r= 7. Do resultas 
obtenomos las afirmaciones siguientes, 

Та sólución clásica и (z, paciente a, Сә (Qr U Tr), del 
primer problema mizto satisface la identidad integre 


i (— mn + фито + auo) de de e [nice] fodad — (12) 
para todas las v de С' (r) que satisfacon las condiciones (9) y (14), 
y, por consiguiente, también para todas las v de Н! (Qr) que satisfacen 
las mismas condiciones (9) y (11). 
La solución clásica и (т, () del tercero (segundo, cuando о = 0) 
problema mizto satisface la identidad integral 


i (rune o) бган | kouv dS dt = 


- i qudr+ { fedrdt. (зу 
рага todas las v de C' (Or) que kiss la "m (9). y, por lo 
lanto, también para todas las v de H (Or) que satisfacen la misma 
condición (9) 

Emploando las identidades obtenidas, introduzcamos los conce 
tos de Soluciones generalizadas de los problemas mixtos que зо co 
sidoran. Vamos a suponer que f (z, 1) € Ls (Q7) y е (2) € Ls (D). 


эв CAP. VL BOUAGIONES PARABOLICAS 


ЖН 
las v (z, 1) de 


"imer problema 
lema mizto (1), 


iciones Їйайев (3) o, respectivamente (4). 
Ya hemos mostrado más arriba que la solución clásica dol tercero 
(segundo) problema mixto (1), (2), (4) y ln solución clásica del pri- 
mor problema mixto (1)—(3), portoneciento » C** (Qr U Гу), Son 
soluciones generalizadas de los problemas mixtos correspondientes, 
Do una manera análoga so demuestra que la solución en c.t.p. dol 
primero, sogundo o tercero problema mixto e la solución generaliza; 
іа del problema correspondiente. Es también fácil establecer quo si 
la solución generalizada del primer problema. mixto (1) (3) о del 
tercero (segundo) problema mixto (1). (2), (4) pertenece ә Н?! (Qr), 
es la solución en c.t.p. de esto problema; si la solución generalizada 
Фп el caso dol probitina (1) Û) pertenece a (ON N1 C (Qr U 
U Tr U Da), y en el caso del problema (1), (2), (4) a Сї! (Or) П 
N С (Or U Tz U D) П Съ (Qr U Гу), entonces será la solució 
clásico (compárese con ol р. f, § 2, cep. V, donde están de 
domostracionos de las afirmaciones correspondientes para las solu- 
clones do los problemas mixtos relacionados a la ecuación hiperbó- 


Mco). 
"utilema adémée, que la solución general lead 
amisio para la ecuación parabólica, al igu solución clásica 
y la solución en c.t.p. posee la siguiente propiedad: sí ш (z, 1) es una. 
solución generalizada del problema mixto (1) —43) о del problem 
d) (2) (5) en el cilindro Qa, será también la solución 
lel problema correspondiente en el cilindro Or, cuslq 
› 0 < T’ < T. Lo demostración de esta afirmación 
la de la afirmación correspondiente para las soluciones de Jos proble- 
mas mixtos para una ecuación hiperbólica. 
Demos a conocer, ahora, los teoremas de unicidad de las solucio- 
тез do Jos problemas mizto. P 
TEOREMA 1. El primer problema mizto (1)—(3) no puede tener más 
de una solución generalizado. 


do vn problema 


$ 2. PROPLEMAS эпктов эт 


EL tercero (segundo) problema mizto (1), (2), (4) no puede tener más 
de una solución generalizada. 

"Esto teorema so demuestra de igual modo que el de Jo unicidad de 
soluciones do los problemas mixtos para una ecuación hiperbólica 
hc AEST m задав del probl 

eom uy C, 0) y ua (Z, Т) dos soluciones generalizadas del problema 
(0-48) o del problema (1). (2), (4). En este caso, la función u = 
COLO. us será la solución generalizada del problema correspondien- 
lo pha / Oy q = 0. Hemos de mostrar quo u = бел Qr- 

'Examinemos on Qy la Tone 


т 
v( t) ut, 0,30 
1 


Directamente so comprueba que Ja función v tione en От deriva- 
das generalizadas 


Da 


H 
=] u(r өй, 1= 


Puesto que, obyiamento, las funciones v, ve y v, 
pertenocon a Ls (Or), entoncos v€ H(Qr). Con ello, v jpm 0, 


1 
veg | deg d, y, on porticular, si u es una solución gonorali- 


zada del primer problema mixto (1)—(3), entonces vin 0. 
Sustituyamos la función р on la identidad (12) (si u os solución 
del primar (0) o © da identidad (13) (si u os solución del 
probloma (1). (2). (8). Entonces, para el primer problema mixto 
Sbtenomos là igualdad. 


H 
je. t) + huía, 0. | Vulz, 8) d0—av(x, t) (т, i) dzdt=0 


(14) 
y para ol tercero (segundo) problema mixto, la igualdad 


т 
i Qu (rs +k (2) vez 0. | Vu (ж, 0) dI—avo) dz dt + 


т 
+} меа | аш. аата. a) 


E CAP. VL ECUACIONES PARAPOLICAS 
Puesto que (véase la demostración del teorema 1, p. 1, $ 2, cap. V) 


| kyu (a, oj тн 0) Wdzd=H | PIETAS natas o, 
* i „Чч 


: 
(fo na] aso 


[ton o] ваа] 
e 


[анана ранае, 
е 2 
entonces, de (14) y (147) tenemos 


[ пш, t) dx dt 0, 


de donde se inficre que u == О en Qr. El teorema queda demostrado, 

Ya que la solución en e.t.p. del problema mixto (1)—(3) о del 
(1), (2), (4) os también solución generalizada del problema corres- 
pondionte, del teorema 1 se deduce. 

conoranio 1 £l primer problema mizto (1)—(3) no puede tener más 
de una solución en ep. 

El tercero (segundo) problema misto (1). (2), (4) no puede tener más 
de una solución en c.L.p. 

Del teorema f se deduce, además, la afirmación siguionto. 

ConoLamio 2. El tercero (segundo) problema mizto (1), (2), (4) no 
puede tener más de una solución clásica. 

Efectivamente, sean u, y и, dos soluciones clásicas del probloma 
(0), (2), (4). Entonces, la diferencia entre ellas será solución clásica 
(del problema (1), (2). (4) para q = 0 y / = 0 € La (Q7); Por con- 
Siguiente, u, — uy es una solución generalizada que, debido al teo- 
Tema 1, os igual а cero. 

Establezcamos, ahora, el teorema de unididad de la solución 
clásica dol primer problema mixto. 

TEOREMA 2. El primer problema clásico misto (1)—(3) no puede 
tener más de una solución clásica. 

Senn uy y uz dos soluciones clásicas en el cilindro Or del primer 
problema mixto (1)—(3). Entonces. la función i = u; — ш porte- 
пасо a С? (Q5) П C (Or U Pr U Da). satisface on Qr la ecuación 
homogénea 


Lu = u, — div (k V u) + au = 0, to) 
еп Tr la condición límite (3) y en D, la condición inicial homogénea 
"bea. eo 


$2. PROBLEMAS эпхтоз эю 


Mostremos que u (z, t) es igual a cero en Q 

ордо que esse un punto G, 19 € б! quo, б) 
те 0. Vamos a considerar que ш (2^, £) > Û Gi u (2^, 1) < 0, en 
REPE te ы ылу adt. a Qu ume ы 
se cumplen (fo), (2) y (3) y —u (2. 1) > 0). 


Designemos ш (2, £*) mediante M y examinemos la función 


"n 
Señalomos ante todo que 
Lo=—¿h<0 para todo (2, DEQr. asy 


Puesto que v €C (Qj). existo en Qe un punto (2%, t) en el cval 
la función v (z, t) alcanza su valor máximo; con ello, como v (20, 
©) == и (2%, 6) = M, entonces v (^, 0) > v (2°, Су = М. 

El punto (rM) no puede pertenecer al conjunto Tw U De 
dudo que vlr, E y vl 
mulo + e dE. Por consiguiente, el punto (2*, 4) debe porto- 
necer al conjunto Qs Di. Supongamos que pertenece a Que, Enton- 
cos, vilat, 190, vula’, 0) 0 y pes (FPSO, (mds оол 
Es docir, v (rts 05) ve (1, 1) kt) Av (al, 19) Vk (r!) Vo х 
x (at, Н) -+a (x1) v (¥, 190, По que contradice а (15). En el caso 
de quo (2%, t) Dm v G5, P)O. ox (r^s P) y xa, (а. 0) <0, 
lum, оооло Es decir, de nuevo Zo(z, i') 0. El teorema queda 
demostrado. 

2. Existencia de la solución generalizada. Pasemos ahora a lm 
“demostración de la existencia de las soluciones de los problemas (1) — 
(B) y (y (2); (D. Tea! que en el caso hiperblico con erte fin emplea- 
Tomos el método de Fourier, 

Sea v (z) una función propia generalizada del primer problema 
de contorno. 


ау) о) аре, гєр. 
lo 0 
о del tercero (segundo, cuando о = 0) problema de contorno 
div (@ (2) vo) — ar = à, 260, 
(осн), = 
0, es el valor propio correspondiente). Esto significa que en el pri- 
mer problema de contorno v pertenece a JÎ (Q) y satisface la identidad 


"m CAT. VI ECUACIONES PARABOLICAS 
integral 
Í Uva anata f mdz=0 


«cualquiera que sea y € È! gy зае саа а аена рагай 
problema de contorno v Є (D) y satisface la identidad integral 


Jeremias + f tomás +3 f mdz=0 


NT. que sea y € I? (D). 


la función inicial 2) L 
no перо "ү (D) 


Con 
^, 0) (Dı) casi todo t € (0, Desarrolle 1а función 
pj DE fed p: [ES Ty valoro еб Tim 


ЕЯ 
lizadas del consic blema (1| (3) 
ind ci Ve dai аиы бб О 


su Y ON 
S 
1e 0e (On), 
donde 
alo, 


ticala d de que las funcio fa (0 pertent 
Fita Ta ыш de aerei abe O Pam 


niuo» fal D. (um, (18) 
(9,7. 


РСЕ e» 
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y para casi todo 1E(0, T) 


* поле. ds, 


de donde 
2 not= | P f) dr dt. (20) 
Examínemos, para cualquier k = 1, 2, . . ., la función 

LA wandt f DT e) 
que pertenece a AH" (0, 7) y satisface cosi siempre en (0, T) la ecuación 
мй = en 

y la condición (Н (0, T) c C (10, TD) 
UO = en 


Es fácil (igual que en el caso hiperbólico) comprobar que la función 
us (2, 00,00 () 
сада solución goneralizoda del primero (ls (s) e fanc propia 


de problema ЦУ) o del cera шода) ОГА (ла función propia 
del problema (17)) problema mixto para la ecuación 


ш div (k Y u) + au = f (0 va (9) 
con la condición inicial 
"hes pava (2) 


en calidad de función Inicial en (2) y en el 
ja ecuación (1) tomamos las sumas parciales de 
las series (18) КЫ e (2) y 5 fa (0) vy (2), la solución generaliza- 


da del problema (1)—(3), o, respectivamente, del (1), (2), (4) será 
la funci 


DU 3 0.002). 


DE 
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En particular, para el primer problema mixto Sx (z, 4) satisface la 
igualdad integral 
| Su +Kk9Sy>Vo+aS vo) dr dt 
or 
x x 
=| Xeno. okt У hone, баай, (23) 
A i 


cualquiera que sea v de HI! (Qs) que satisfaga las condiciones (0) y 
(19; Li el caso del tercero (segundo) problema mixto, la identidad. 
integra 


i ааа! hos yvdS dt = 
И 


E к 
=f жм, +! D huts, dedi (23) 


A a 


para toda v de H (0) que satisfaga la condición (9). 
Mostremos que la solución generalizada del problema (1)—(3) o 
del problema (1), (2), (4) se prefija mediante la serie 


и, 0-5 [A S 20 


donde, parn ol problema (1)—(3). va (2), k = 1, 2, .. . serán las 
funciones propias del problema (16), mientras que para el problema 
Cn (RO vy (2) k = 1,2, .. „serán las funciones propias del pro- 
lea (17). 
твоем э. St f € La (Or) y © La (D), cualquiera de los proble- 
mas mitos (D, (D) (9 5 0) (A) eo la solución омга айа 


Es lución la serie (24) convergente en Н". УЯ 
e ute eto na ү] igualdad БЫА 
ийне, <C 0 liao + Meno ^ (25) 


donde la constante С > 0 no depende de [A 
De Ta fórmula (2) fuye que para todo £ € 10, 71 


MUSIA f Ln olet aec] a 
i 


LLLA 


t 
Rome 


y 
10,(01<I HH- C E fa leso, n 
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donde б, = VT рит ol segundo, prona mixto cando a 0, 
an los casos restantes С, = VFI 
Por eso, para todo t €10, Т1 


VOS + Ellison pa ki 00) 


TL+ ЭСА, n- (28) 
Examinemos la sumo parcial Sx (z, t) de Ja serie (24). Para todo 


£€JO, TI pertenece al espasio ÍN (Dj) en el primer problema mixto 
o al espacio И! (D.), en el tercero (segundo) problema mixto, 
AT estudiar ef problema (1)— (3), resulta cómodo introducir «n 


ol espacio Й" (Dj) el producto escalar 
И ааа de. 


Al estudiar el problema (1), (2), (4), introduzcamos en el espacio 
Фен мнне 0 


| (кӯшу + aur) arj KouvdS, 


sí (o blen) a gk 0 en D, o bien о y* 0 en AD, y el producto escalar 
. | (kuve + uw) de, 


%їешргө quo a s 0 en D y о = 0 en 2D. Puesto que en el caso del 
primero y tercero, para о s& 0, problemas mixtos y en ol del segundo 
problema misto para а s& 0, los sistemas de funciones v/V — A, 
vy Y — ks... son ortonormados en los productos escalares co- 

o. mientras que en el segundo problema mixto, cuando 
reda ortonormado el sistema do funciones o V T — X, 


vel Y ., entonces рага todo t Є 10, T] y para cualesquiera. 
Кз а ФЕЙ frena” T 


V5 0— Sa (2, Moos | 3 [AUN ES 


wa 


< 5 мом 5 (ачтан доа 


Em T 
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еп el caso del primer problema mixto y en el del segundo y tercero 
problemas, si (о bien) а 34 0 en D, o bien о (z) & 0 en ар, 


LSx 0— Sur Dio, X BOHAS 
a 
x H 
< X [sra ШМ. | aoa] 
Em р 


x H 
ete X [Paana noa] 

Sia = en D y о za 0 en др. Es decir, en ambos casos tiene lugar la 

desigualdad. 

MS t) — Su Gs D ә 


х z 
чо X (autant ја). e 
2 d 


Junto con esta desigualdad, dobido а (26) se verifica también, 
para todo £ € IO, 7] y cualquier № > 1, la desigualdad 


15,0, 9 p= tin X Vans fiuo < 
в 


- 
«X (atan) лаа). es 


Integrando respecto do ¢ € (0, Т) las desigualdades (27) y (28), obe 
denomos 


x т 
Se — Set С поа), (29) 
1 ела ‚2 (+) Od) [ 


Р, H 
Пло У Си! лда). (80) 

En virtud de (20) y (20), la serie con término común gł + 
+ | (0 de converge. Por eso, de (29) se desprende que la serie (24) 
converge on НТ (Or), y, por lo tanto, su suma u (z, f) pertenece a 


* (Qz), y en el caso del primer problema mixto, satisface la con~ 
Timito (3). Pasando al límite para № — co en la identidad (23) 
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(primer problema) y en la (23') (torcero (segundo) problema), resulta 

función ш (z, £) satisface la identidad (12) o (13), respectiva- 
. Por consiguiente, u (=. 1) es la solución generalizada. Lo 
desigualdad (25) se deduce de (30), si pasamos al límite para N => oo 
y hacemos uso de las igualdades (20) у (20'). El teoroma queda de~ 
mostrado. 

Ha do notarse que análogaente al caso hiporbólico, la existencia 
do las solucionos generalizadas para los problemas mixtos en cuestión 
puedo sor demostrada con ayuda del método de Caliorkin. 

3. Sunvidad de las soluciones generalizadas de los problemas 
mixtos, Existencia de la solución en e.t.p. y de la solución clásica, 
Al estudiar la suavidad delas soluciones generalizadas, nos limitam 
a la consideración del primero y segundo (en la condición limite 
(4) о ж 0) problomas mixtos para el caso particular de la ecuación 

4), a saber, la ocuación de la conducción de calor (en (1) Æ жа 1, 
a wa 0), aunque, siendo suficientemente suaves los cocfíciontes y la 
función о, el uso del mismo método conduce a resultados som 
también on el caso general, 

Soa и (x, t) la solución generalizada del primero o del segundo 
problema mixto para la ecuación de la conducción de calor 


ubi ey 
erer] (32) 
y (o bien) 
ино (33) 


para el primer probloma mixto, o bien 


|, =0, [2] 


para el segundo problema 

Recordemos (véase p. 4, $ 2, cap. IV) que si el contorno ôD dol 
dominio D pertenece a la clase C” para cierto г > f, entonces lae 
funciones propias generalizadas v, (b), k = 1, 2 2. del primero 
y segundo problemas de contorno para el operador де Laplace perte- 
econ а los espacios H% (D) y Hg (D), respectivamento, o sea, por- 
tenecen a Н” (D) y satisfacen en 2D para el primer problema de con- 
torno las condiciones limites 


val valoo=0, kei 2... 
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y en ol segundo problema de contorno, cuando r >, a las condicio- 
nes límites 
Les М, 


h= ар, F=f, 2, 


para rm Ag. (O) Hy (D) D). 

Designemos medianto H3 '{Q,), para 1221 entero, un subespacio 
del espacio H^ (Qs) (véase p. 2, $7, cap. IH) compuesto de todas 
las funciones f de H>" (Qr) para las cuales 


Hle, o ...= 8f ley =0: 


por B (Qr) рага 1 = 0, entenderemos cl espacio Ly (Or): 
HY? (Or) e I (Qr) = La (0+). 

Mediante Ij“ (Q;). para 1>> L entero, designemos un subespacio 
del espacio H4 (Q,) compuesto de todas las funciones / de 
175 (Qr) para las cuales 


a 0 
Eh 


AH lr =0; 


por [P (Or), рага 1-0, entenderemos el espacio Ls (Or): 
Pe (Or) = La (Qr). 

"rio lugar la siguiente afirmación. 

"TEORIA 4. Supongamos que para cierto 521 DEC! y, en el 


caso del primer problema mizto (31)—(83). ФЕН! (D), fC 
€= (Or), mientras e en el caso del segundo problema. 
mizto (31), (32), (34) we HF! (ру, fe Bg" (Qr). Entonces, 
la solución. generalizada. 4 1) de сайа uno de estos problemas 
pertenece al espacio Не" (Qj) y-la serie (24) converge hacia está 
Solución en H™*(Q;). Con eli», tiene lugar la siguiente desigualdad 


Vi lira, че SC CIS enn +N Mnt, э-ге, у), (85) 

онд la constante positiva C no depende de q y f. 
Soñalemos que los requisitos del teorema 4 exigen, además de 
Ja suavidad de las funciones dadas, el cumplimiento de los siguientes 


condiciones 
thou mA hop =0 
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fle, mane =0 
para cl primer problema mixto y las condiciones 


Zlo- Т-А 


е] 


га el segundo problema. 
lesjpara que sean válidas 


generalizada (y no la convorgencia 
hacia ella de la serie de Fourier). entonces, igual que en el caso do las 
ecuaciones hiperbólicas (vénso el teorema 3”, p. 4, $ 2, сар. V), estas 
condiciones pueden ser considerablemento delilitadas; como en el 
азо mencionado, pueden ser sustituidas por las condiciones de con- 
<ordancia en 2D, de las funciones y y 7. 

PUMOSTRACIÓN DEL Teonesa 4. Según el lema 2, p. 4, $2, cap. V, 
los funciones /a (0), km1, 2, ..., dadas por la formula (10), por: 
tonecen al espacio H% (0, T) (y. por lo tanto, cuando 5252, al 
espacio C"* ([0. 7]). Por consiguiente, las funciones U, (D, k= 
4, 2, ..., que están dadas mediante la fórmula (21) y satisfacen 
ўз (0, Т) as стопен (22. pertenecen al esputo (0, Т y, por 
lo tanto, al espacio C**(10, 7]). Entonces, cn virtud de las pro- 
iedados' de, las funciones propias су (=), los sumas parciales 


Sy. È Us (N ento) de la serie (24) portenecen al espiclo 


Б (05). y, chando todo 1610, TI, al espacio И (D;) en ol caso 
del primero o bien al espacio P^ (Qs) y. para todo £E10, T]. 
al espacio H3, (D,), en ol coso del segundo problema mixto. 
Además, cuando p= (s, las funciones ZZN. pertenecen al 
espacio HP" (0,), y, para todo £E/0, Т]. al espacio HZ Dj) 
сп el caso del primero o bien al espacio НЗ (Бф), en el caso dol 
segundo problema mixto. Por ello, de acuerdo con el lema 3. 
pad, ddr сар. TV, y a causa d la ortogonalidad en Z (D) de ls 


nes, propias la (2), para todo £E10, Т]. cualquier p= H 
y cualesquiera M y N. 1<M<N, tenemos las siguientes dosi- 
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gualdades E 


Ar کر‎ | m Srs Ы 


-al Эмг o = 


-a Y Ipro (A) в® 
š нан рага ваа тен, Tl. р=0,.. 
а... eo Snnt 
еп el caso del primer problema. Ee Q4 0) y 
A mE, 
A Lor رہ‎ +A کر‎ 
e (9) eX em (y) 


on ol caso del segundo probloma mixto (A, = 0). De este modo, en 
ambos casos para cualesquiera е т p=0.... Not 


[Eu LT 2 бр» (EE). en 


Integrando Ы Jus desigualdades (30) respecto de t € ( T) y sumando 
P =0, 


Be Saltos ce 3, ose Les 09 
Por analogía, de (37) obtenemos 


A „+ 
+3 | ® 
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A continuación hagamos uso del siguiente loma cuya demostra- 
ción daremos a conocer más abajo. 


usa 2. Supongamos gue para cierto 420 ADEC% en el pri- 
mer problema mizto (31) — (83) ФЄНЎ'' (D), ЄЙ," Qr), 
mientras que en el caso del segundo problema mizto (34), (82), (34), 
+єН?ўї' (р), fe Hî.“ (Q1). Entonces, para cualquier p, OS pss +1, 


E pen | [s e uo 


donde la constante positiva C no depende de y 

pio npn see бы: 
dades (38) se deduce que la serio (24) converge en H™.* 
рен ls sedens юнан de Ls pete Ul 
(85) у GD, (эл, (80) pertenecen al espacio [P^ (e, incluso, a los 
espacios I (Qr) o bien 072," (Or), respectivamente). Pasando en 
(89) al limite para A > co, con ayuda de (40) y de las evidentes 
losigualdades. 


|f. < eontra Hn 
obtenemos la desigualdad (35). El teorema ostá de- 


Puesto que la solución generalizada del problema. 
nociente al espacio 11% (Оу), es la solución en e.t.p, ет 
teorema 4 so infiere para s= 1: 

сооло, Supongamos que 2D & C>, | € La (Qr) y sea y € IP (D) 
(para el primer problema mizto (300—083) y Y € Т (D) (para el se- 
fundo misto (34), (32), (39). Entonces, la serie (24) converge 
en НУР (Qr) y su suma es la solución en e.t.p. del problema (31) — (5). 
o, respectivamente, del problema (31), (82), (34). Con ello, se verifica 
da desigualdad 


еле, Се so M Mio de 
donde la constante positiva С no depende ni de q ni de f. 
Antes de establecer la validez del lema 2, del cui 
ión del teorema 4, demostremos las 
res. 


пама а. St f(x ЄЛ" (Ог), r>1, у gOEL 0, T), la función 


to, perte: 
mens, del 


hicimos uso 
mientes afir- 


Ld i ейгш 


aant 


an OR 
pertenece a И" (D) y para todo a = (3... а), |a | <F, 
Dh (z) { 0106960. un 


Si en este caso flr, =O, entonces hlop=0, mientras que si, para 
roti, =0, mime B1, „о, 
Advirtamos, ante todo. que del hecho de la pertenencia de la 


función f al espacio L,(Q.) se deduce que AE La(D). En efecto, 
puesto que f(z, 0 а (СА (Qr), según el teorema de Fubini, 


REI (D) y como, además, (e) | F(z, 1) della, n, enton- 


cos ҺЕ Ln (D). » 
De este modo, la función №, como también las funciones. 


ha (= [ttes ora. amia, 


portonecen а La (D). > 
Tomemos una función arbitrario (z) de C'(D). Ya que os 
ovidento que g (t) n(z) C H" ° (Q;), para todo а, |a|&r 


[нето i Dif (ss D m e (nde а= 


©), ||. 


(aya 4 He тада (0 dz dt (— 1)! i h(a) Din (+) de 


Por consiguiente, la función h tiene derivadas generalizudas 
Га, pertenecientes а La(D), es decir, hE (D). 
0, para toda función m(s)EC'(D) y cualquier 


j лае Dni Mardi 
- de D-na (2) g (N) dz dt = ке 
Por otra parte, puesto que h € И! (0), entonces para m Є Ct (D) 


arbitraria 
f hnde | мч as— { hn de, 
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donde n, (2) son las coordenadas del vector de una normal exterior 
30D en el punto з. Por lo tanto, pora cualquier т (2) € C! (2D) 


LI 


| mwud$-0, det. 
lo 


de donde (compárese eon la demostración del lema 4, р. 4, § 2, 
cap. V) se deduce que Ajpp=0. 

Sir>2 y ЖЬ, —0. entonces (compárese con la demostración 
del loma 4, p. 4, $ 2, cap. V) pera toda función nEC*(D) 
[sese f Afte. 0-те (йсй = 

e 
- ^ Nf (D) vy) g (de й = — речта. 


Por otra parte, dado que А € Н? (D), pora cuslquier n € C^ (D) 
[^ =-} At nas | vi- nds. 
d b 


Por tanto, para cualquier función y € C* (0D) 
| naso, 
es decir, JÊ |, =0. El lema está demostrado. 

Conouano. Supongamos que la [unción 8 (1)€ La (O; T) y la fun 
ción f (2,1) pertenece al espacio ЇЗ" (Q+) o al espacio Hip" (Qr) 
para cierto r>0. Entonces, la función hiz) pertenece al espacio 
HS (D) о al espacio Н, (D). respectivamente. Еп este caso, para 
cualquier a= (в, ... 80), Га} 27, tiene lugor la fórmula (4t). 

тама а. Sea OD C C*. Si para un cierto g>0 la función f (2, € 
SA (Qr), entonces para todo p, p=0, ....4. ¢ c If (O. 


Cuando 185% (00. pora cualquier p, р=®. .... q FEE 


nando @=0 у q= 1. las afirmaciones del lema son evidontas. 
i ata do 


2. 
cap. V: st ез que GC H* (Q7) y Gẹrr=0, entonces Gilt, =0. La 
segundo afirmación del lema se deduco, evidentemente, de lo siguien- 

EX 
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tor н GEH“ Or) y | =0, entonces |, =0. Notamos 


que ella se demuestra de la misma manera que la afirmación aná- 
en el lema 4, p. 4, $2, cap. V. En electo, puesto que 


= para toda 1ЕС205), nip = пру 0, tenemos 
{ AG, dz dt ARCE EA 
i 


E 'VG,- vnde dt. 
d 
Por ога parte 

i AG, dz dt 
Por ello, 


nds dt— | 96 -Vndz at. 


[$ asar o 
: 


pera cualquier лє Су), тк = npo, =0. Por lo tanto, |, e 
=0. El lema está demostrado. 

tux s. Sea ADEC? y sea, para cierto 420, f(z, € RY" (9) 
° пепео. Entonces, para cualquier p, p=0, 


EIS ү RET 


[1 


donde la constante positiva С no depende de f. 
Conformo al lema 2, p. û, $ 2, cap. V, para cualquier р, 0 


psa کو‎ = ЭШ» nas, por eso 
mer] (280) a 
аре" p Egone 


(j ga epo a imos 
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ре acuerdo con el lema 4 la función Alf pertenece s] espacio 
рт? (05) о, respectivamente, a ЗГ”! (Q+); quiero docir, 


que on virtud del corolalario del lema 3, la función [ах 


x JA ш pertonece а 1157? (D) o, respectivamente, a H4 P (D). 
Por lo tanto, 


ime [ (290) am 
reja ajae- 
cit ا ا‎ 
ا‎ | (а دت‎ ( eae )o arn 
earn [A a) snae 


eM | و کیت‎ de) artos as @% 


donde la función gp) = ( armo AH on (2) dz perteneco, en 


b 
virtud del lema 2, p. 4, $ 2, cap. V, al espacio Zy (0, T). Le. 
Tonción Ат” fi c L (Qr). Por eso, 5%” ZHE eL.) paro 


casi todo £E(0,7) y para casi todo t€(0 T) Y, (P (D= 


[s ы, Por consiguiente, 


Y alas a AA 
à аа, ep 
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Puesto que, en viste del loma 4 y el corolario del lema 3, 
la fusión | P epa pertenece а HE" (D) o bien, res- 
pectivamente, a H2” (D), entonces de (43) tenemos la igualdad 


mapen (ауа 


А H 
= { Шы! SES goa) и! CAOLA 


de la cual, en victud de (44), se deduce directamente (42). El lema 
está demostrado. 

эман ABORA. ^ Va оамоистисаон рв, мл 2 Dado que la fun- 
clón [€ FP (Qr) < Ii (Op), entonces las funcionas Ja (9, К 

ү, rlenocon a O, T) lema 2, p. LE 2 ер. ) Por 
ello, de sovordo con (21) y (22) las funciones D (Dy k c» 
portanacon а 479% (0, 7). De (22) se deduce que para Se iZ 
Sp Sart 


Te E 1600,7). 


Por consiguiente, en virtud de la desigualdad (42) del lema 5, para 
demostrar las desigualdades (40) es suficiente establecer que о 


Pero LU. so, n const (Nl ено 3-1 ы, о, у), (45)‏ ا 


Multipliquemos. Uh e integromos la igualdad obtenida 
specto de FEQ. р рее vo de rr olas 


т 1 
FUN ot | пода Û RDNA dt, 


de donde (4, < 0) tenemos la desigualdad 
1M IIU Man, n <} E HH fa Lue, WU llo. m. 
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у, consecuentemente, la desigualdad. 
JS PIU, Ma, n ec Тн 
"ED II. lleno, D) CD Us Ie, n) НЬ P 
REUS PEN fa tao, n d Da PRIUS Иш», n 
De este modo, 
Da P*3 EU, iron, ту! МА JA PN fa aco m 


por tanto, la desigualdad (45) se infiere do la ( * 
Pro M MEE ME 9 


PE 


Demostremos ahora el teorema de existencia de las soluciones 
clásicas de los problemas (31)—(35) y (31), (82), (84). 

indiguemos que si / € Г (От), entonces las funciones Ya (O). 
des 4, 2, . » у definidas por la igualdad (21), pertenecen al espacio 
H (0, Т}, у, por consiguiente, también al espacio С! (10, TI). 


Si DE CIT F^, on vista del teorema 7. р. 4, § 2, cap. IV. 
as funciones propias v, (2) del primero o segundo problema dà 
contorno pere el operador. de Laplace en D pertenecen al espacio 


HÎ TT (ру, y, por tanto (tsoroma 3, p. 2, $ 6, cap. III), también 
al espacio С? (Б). Entonces, las sumas parciales Sy de la serio (24) 
pertenocen al espacio C*! (Or). 

nongwa s. Sea ODE C^. donde De +1>[F]+3 y sea тє 
€ HI? (D), f€ Й" (Qr), para el primer problema mizto (31) — 
(39) y eC Hog (D, ГЕЙ (Qr). para el segundo problema 
mizto (31), (32), (34). Entonces, la serie (24) converge en C^! (Gr) 
y su suma es la solución clásica del primer problema mizto 
(31) —(39) o, respectivamente, del segundo problema mixto (31), 
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(32), (34). En este caso 
A @® 

nstante tiva C no depende de A 

Establezcamos э priaoipio la ей оде oqueridas de Ja fun 


ción, Un (0 y de su derivada Ui (9, k = 1, 2, . . . Dela fórmula (24) 
s0 tiene 


IOI (+ pl lso no para «>1 


V (sei l+ Ci И ш, o, m 
donde C, == 1/V T ТУ, | para el primer problema mixto y С, 


para el segundo problema mixto. De (22) se desprende que paro 
Volo tei, 71 n 


Vi TP IU, I-A EC DI LA IH- 
+ hon pm к>. 

Por esta razón, para todo £E10, 7) 
MASAE ian k>, un 
WOKEN Nao. ат 
UP (s Sieb ТА Вет, mts (в 


Domostremos la siguiente afirmación auxiliar. 

Jrs e, Sos |) una función arbitraria de II! (0, Т) y sea e un 
número arbitrario de 0, T]. Entonces, para todo t € (0, T] se verifica. 
la desigualdad 


POSI Mao. 28 зе. r (49) 


(o, Bigienemes por а el valor medio de la función / «n el intervalo 


-— i 104, 


y examinemos la función 


hO =f Oa 
continua on [0, 7]. 


sz moms soxe € 
: 
Puesto que È fa(£)dt=0, existe un punto #Є(0, Т) tal que 
fa (t*) = 0. Por se para cualquier. fef ny w .>0 
0-2 | oros nor] moa 


Por consiguiente, para cualquier £ € [0, 71 y todo e, 0 < e < 7, te= 
nemos 


т т 
FO (D+! q PO ara| Harter) + 


1 1 
=Í Podee f Pa 


1 
+j Podr Sx 
H H 
«i f Poarte | Padre 
de donde se deduco la desigualdad 
отче Mon >20?—20 )+ (0 = 
sm o ind 
que coincide con In desigualdad (49). El lema está demostra, 
Exominenos la desigualdad (4) pera tale k que | Aa | Sun 
designemos con kọ el valor mínimo de tod. stos К (recordemos que 


icon [ia [os mondtena no евге). Entonces, өп Vid 
dol lema б, todomos, para todo k > ko 


Vs (O21 M/a Mao, + rM, 


Introduciendo la última desigualdad en (48), obtenemos paro 
todo (£10, T] у>. 


DROLA HE a Na ao, ni gier Mis nS 
<8 (ме ао, тат hlle. n). 60 


En virtud del teorema 3, р. 2, $ 6, сар. IIT, lema 3, p. 5, $ 2, 
чар 1V y de las desigualdades (47) y G0), para todo £ CIO, T] y 
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«cualesquiera М y N, К, < M < N, tenemos 

155—516, lr Ss < 
<C (l5 Seen, OS 


К) 


3 ша») „+ 


(с 


+) 3 шл کر‎ 


m 
" 
«6 D пъ о Ur) 
3 
<C X (eflt! + alle, m 24877 ИМ, т). 
m 
Por consiguiente, 


[D 
<O, Ў "Нм" e DS P^ Tan, +AE ИЙ, n). (6%) 


Por analogía, valiéndonos de (47°), obtenemos todo 
+ € 10, 7] y cualquier N > 1 son válidas las desigual 


8 
VS С,» ie ip Cs (0 +2 afro) 


& 
«(Ат 2 (62 Da P7 HARSEN Aa Ma т), 
y, por lo tanto, los desigualdades 


Sala, Co (їйє, + 2 (E [IA Pon e 
+f lae, n). 69 


Puesto que la función ¢ pertenece al espacio НЗ"! (D) (en el 
«caso del primer problema mixto) o al espacio H3"*(D) (en el 


caso del segundo problema mixto), entonces la serie bi eis Pet 
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converge, Adema, del hecho de que la función y pertence al 
espacio H3! (D) o bien, respectivamente, а H*3:' (D), È deduce 
(teorema 8, p. 5, $ 2, cop. IV) que 


PL 6» 
Сошо [€ Hi (Q5) y fe Mp“ (05) para los primero y segundo 


[Ере siste, peniresente, меси, de sss ою al 
convergen las series 


Дмит, y Estas s. 


Además, dado que la función / pertenece al espacio F3" "=! (Qr) 


о bien, respectivamente, al espacio H387" ^7 (Q) y do las dosi- 
gualdados (42) del lema 5 tenemos 


Жм" has mcos usn. nop (54) 


Por eso, de las desigualdades (51) se infiere que la serie ay con- 
vergo en CH (0; 


taan зук" un punto do D- 
AA duds 
"usa сша vecinos do le. сонне: 


i4 (quo cuiquam que ses 
$50. la donela u io д) A (о) (Bara £e o nie respect de. 


i 
EEL ELEAN берне que a función 4 (e) es armónica en 
барбат que la ucida т) pertence a C) y que para do x € 


€ A saco la desgonidd | т () 1 < C“ ^ donde C y a son ciertas conse 
tantos positivas, бөшызимө que enla anda { ела O <i c) ento 


E CAP. VI. ECUACIONES PARABOLICAS 


lo solución u (z, û dal problema de Cauchy 
Bud, жє. OSI, 
“ << ё 
esti. 
Esta solución so да mediante la fórmula de Poisson y pertanoco а la clase 
de unicidad x 


i la función c E сом jar e 
dl dt рео y р) $ C ШЫ y satisfaco la condición: para cualquier « > O 


IG) CP para todo 2€ Rm, a 
pi A 
Ht |} existe la o M CENE Vs rem 18 sol ошо 

ВЕНЕ асаре 
EE ПАННА 
de que ena solución pertenece e Ta cca де zi DC 
4. Sponge qu 1 unii (єс, cualquier е > 0 existe 
que constanta C 25 C (e) > O tul que ves 
A O ныйт 
Pier к а 
че ы 
2 pit — 0 
E ELA на 


КЕЕ 
eolermenao тере do € (121 < RJ (oy 9 i ү olera ацша 
Fiera LOTT арон ы 
RSW “йт ^ 20520 = Ашу, Sendo 4 (e) мы бй annee. 


5. Soa u (z, 1) una solución (perteneciente 
donde быу йт 20. 7 4- 


cualquier punto z € A, Иш u (z, Dm A. 


0. Mubstreso que la уе u (s, 1) del problema de Cauchy (3), donde 
VOUS ы иеа эм reperio de (a, 1) eh al Умара 


Rak aai nnii ada dio ree ml 
u dua, (00 (0х0, П). 
pm] 

eo 


de Cauchy (9) 
‘esto caso para 


os cl ode i ete наре 
C ID TU ca 
DX RN DIDI E 


Ырк ori nre 
КЕН Tm 
а cio (EP aut 


ace on Ox 1a бош homogéaes à 


к NN 
——— шын. 
Eee meh Ub ret шыпы 

e at e e 
еВ ane x е 


БЯ 


еы 
em oum У СП ө шө созш» 
positiva: dependiente sólo del vector а y del рашит T. 

10. Supóngaso que la función q € В (Ju) y Dj, t == 1,2, . .. os una зов. 
de dominios del espacio Ra, Рис Dies £= sei Ù, Da т Ra. Design 
amos por uy (s, 0 la solución de la ecuación uy — à — 0 en D, X (0, T. 
continua X 10, TI) y que satisfaco la condición inicial u, | oy = q. 
Sopóngase que | w lo (бро, y < C- donde la constante positiva C no opone 
de de Бокен, unllormemato respecto de (a, бе D X 0, Tl donde D 


RUT] 
E DA tA ү 
ЕП EID IAS 
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ECUACIONES DE LA FÍSICA MITEMATICA 


DE GODUNOV $, 


Este libro, escrito por Serguei Godunov, Doctor en Ciencias 
Fisicomatemáticas, contiene el curso completo de conferencias 
dictadas por ól en las universidades de Moscü y Novosibirsk. 

La original selección del material.se debe a quo el autor durante 
muchos años estuvo dedicado al estudio de la. aplicación de las. 
ecuaciones diferenciales a la mecánica del medio continuo. Ha 
elaborado diferentes métodos numéricos destinados a resolver estas 
ecuaciones. 

El autor recopiló un material que ha llegado a ser clásico para 
los especialistas, aunque no se encuentra con frecuencia en los li- 
bros de texto ni en las monografías accesibles a un amplio círculo 
de lectores. 

Este texto presenta interés tanto para los que estudian el curso 
de ecuaciones de la física matemática, como pera los que se especia- 
lizan en la rama de la aplicaciónede los métodos numéricos en la 
resolución de estas ecuaciones. 


CURSO DE ÁLGEBRA SUPERIOR 


DE кокон А, 


El profesor Alejandro Kurosb fue doctor en Ciencias Pisicoma- 
temáticas, catedrático, jefe de la Cátedra de Algebra Superior do 
la Universidad de Moscú. Sus trabajos de investigación en Ія rama 
dal ilgebra suporior representan una aportación considerable л la 
matemática moderna, 

Котов es autor de una serie de libros corso «Teoría do los gru- 
pos», tLecciones de álgebra superior», ste. Casi todos los trabajos 
publicados por el profesor Kurash están traducidos а otros idio- 
mas. En oste libro өө expone ol curso de Álgebra superior, que repre- 
pata una de las disciplinas fundamentales de la matemática moder- 
a. El curso de álgebra superior consta, en lo primordial, de dos 
parto». Una de allas —el álgebro linesl está dedicada al ostwdio 
de las ecuaciones lineales, es decir, de las ecuaciones del primer 
grado, La sogunda parto el álgabra de los polinomios— está dodi- 
сада al estudio de la ecuación con una incógnita, pero dn grado su- 


libro se expone de una manera clara y a un rle- 
vado nivel científico. Para ayudar a asimilar major los concept 
watomáticos, al fina) de cada capítulo so dan ejemplos y problems 
con resoluciones detalladas. 


